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Μαζεκαηηθά  

 
Α΄ ΣΑΞΖ΢ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ

 

 

 
  
 

Σφκνο 1νο 

 

 

 

 



΢ΤΓΓΡΑΦΔΗ΢ 
Αλδξεαδάθεο ΢ηπιηαλφο Καηζαξγχξεο Βαζίιεηνο 
Παπαζηαπξίδεο ΢ηαχξνο Πνιχδνο Γεψξγηνο  
΢βέξθνο Αλδξέαο 

 
ΟΜΑΓΑ ΑΝΑΜΟΡΦΧ΢Ζ΢ 

Αλδξεαδάθεο ΢ηπιηαλφο  
Ομόηιμος Καθηγηηής Πανεπιζηημίοσ Αθηνών 

Καηζαξγχξεο Βαζίιεηνο  
Καθηγηηής Βαρβακείοσ Πειραμαηικού Λσκείοσ 

Παπαζηαπξίδεο ΢ηαχξνο  
Καθηγηηής Πανεπιζηημίοσ Αθηνών 

Πνιχδνο Γεψξγηνο Μόνιμος Πάρεδρος ηοσ Π.Ι. 
΢βέξθνο Αλδξέαο  

Καθηγηηής 2οσ Πειραμαηικού Λσκείοσ Αθηνών 
 

ΔΠΟΠΣΔΗΑ ΣΖ΢ ΑΝΑΜΟΡΦΧ΢Ζ΢ ΢ΣΟ ΠΛΑΗ΢ΗΟ ΣΟΤ Π.Η. 
΢θνχξαο Αζαλάζηνο Σύμβοσλος ηοσ Π.Ι. 
Πνιχδνο Γεψξγηνο Μόνιμος Πάρεδρος ηοσ Π.Ι. 
 

ΔΠΗΜΔΛΔΗΑ ΣΖ΢ ΑΝΑΜΟΡΦΧΜΔΝΖ΢ ΔΚΓΟ΢Ζ΢ 
Διεπζεξφπνπινο Ησάλλεο  

Καθηγηηής Μαθημαηικών, Αποζπαζμένος ζηο Π.Ι. 
Εψηνο Ησάλλεο  

Καθηγηηής Μαθ/κών, Αποζπαζμένος ζηο Π.Ι. 
Καιιηπνιίηνπ Δπξπδίθε  

Καθηγήηρια Μαθ/κών, Αποζπαζμένη ζηο Π.Ι.  
 
 

ΠΡΟ΢ΑΡΜΟΓΖ ΣΟΤ ΒΗΒΛΗΟΤ ΓΗΑ ΜΑΘΖΣΔ΢  
ΜΔ ΜΔΗΧΜΔΝΖ ΟΡΑ΢Ζ 

Οκάδα Δξγαζίαο Τπνπξγείνπ Παηδείαο, Γηα Βίνπ 
Μάζεζεο θαη Θξεζθεπκάησλ 



ΤΠΟΤΡΓΔΗΟ ΠΑΗΓΔΗΑ΢ ΓΗΑ ΒΗΟΤ ΜΑΘΖ΢Ζ΢  
ΚΑΗ ΘΡΖ΢ΚΔΤΜΑΣΧΝ 

ΠΑIΓΑΓΧΓΗΚΟ IΝ΢ΣΗΣΟΤΣΟ 

 
 

΢. ΑΝΓΡΔΑΓΑΚΖ΢ 
Β. ΚΑΣ΢ΑΡΓΤΡΖ΢ 

΢. ΠΑΠΑ΢ΣΑΤΡΗΓΖ΢ 
Γ. ΠΟΛΤΕΟ΢ 
Α. ΢ΒΔΡΚΟ΢ 

 

 

Μαζεκαηηθά  
 

Α΄ ΣΑΞΖ΢ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ
 

 
 

 
 

Σφκνο 1νο 



 

Γ΄ Κ.Π.΢. / ΔΠΔΑΔΚ ΗΗ / Δλέξγεηα 2.2.1 / Καηεγνξία 
Πξάμεσλ 2.2.1.α: «Αλακφξθσζε ησλ πξνγξακκάησλ 
ζπνπδψλ θαη ζπγγξαθή λέσλ εθπαηδεπηηθψλ παθέησλ» 

ΠΑΗΓΑΓΧΓΗΚΟ ΗΝ΢ΣΗΣΟΤΣΟ 
Γεκήηξηνο Γ. Βιάρνο 
Οκφηηκνο Καζεγεηήο ηνπ Α.Π.Θ Πξφεδξνο ηνπ 
Παηδαγσγ. Ηλζηηηνχηνπ 

 

Πξάμε µε ηίηιν: «΢πγγξαθή λέσλ βηβιίσλ θαη 
παξαγσγή ππνζηεξηθηηθνχ εθπαηδεπηηθνχ πιηθνχ µε 
βάζε ην ΓΔΠΠ΢ θαη ηα ΑΠ΢ γηα ην Γπκλάζην» 
Δπηζηεµνληθφο Τπεχζπλνο Έξγνπ 
Αληψληνο ΢. Μπνκπέηζεο 
΢χκβνπινο ηνπ Παηδαγσγ. Ηλζηηηνχηνπ 

 

Αλαπιεξσηήο Δπηζηεµ. Τπεχζ. Έξγνπ 
Γεψξγηνο Κ. Παιεφο 
΢χκβνπινο ηνπ Παηδαγσγ. Ηλζηηηνχηνπ 
Ηγλάηηνο Δ. Υαηδεεπζηξαηίνπ 
Μφληκνο Πάξεδξνο ηνπ Παηδαγ. Ηλζηηη. 
Έξγν ζπγρξεµαηνδνηνχµελν 75% απφ ην Δπξσπατθφ 
Κνηλσληθφ Σακείν θαη 25% απφ εζληθνχο πφξνπο. 



 

 

 

ΠΡΟΛΟΓΟ΢ 
 

Σν βηβιίν πνπ θξαηάηε ζηα ρέξηα ζαο πεξηιακβάλεη ηελ 
χιε ηεο Άιγεβξαο πνπ πξνβιέπεηαη απφ ην πξφγξακκα 
ζπνπδψλ ηεο Α΄ ηάμεο ηνπ Γεληθνχ Λπθείνπ. 
Σν βηβιίν απηφ πξνήιζε απφ αλακφξθσζε ηεο Α΄ 
έθδνζεο (1990) ηνπ βηβιίνπ ΑΛΓΔΒΡΑ Α΄ ΛΤΚΔΗΟΤ, ηνπ 
νπνίνπ ηε ζπγγξαθηθή νκάδα απνηεινχζαλ νη 
Αλδξεαδάθεο ΢ηπιηαλφο, Καηζαξγχξεο Βαζίιεηνο, 
Παπαζηαπξίδεο ΢ηαχξνο, Πνιχδνο Γεψξγηνο, ΢βέξθνο 
Αλδξέαο, ελψ, ηελ νκάδα θξηηψλ απνηεινχζαλ νη 
Αρηζαισηίδεο Υξηζηφθνξνο, Γηθαηάθνπ- Μαπξνπδαία 
Καιιηφπε, Καινκεηζίλεο ΢πχξνο, Κνπδέιεο Αλδξέαο 
θαη Παληειίδεο Γεψξγηνο. 
΢ηελ αλακφξθσζε ηνπ βηβιίνπ, πνπ έγηλε απφ ηελ ίδηα 
ζπγγξαθηθή νκάδα κε απφθαζε θαη επνπηεία ηνπ 
Παηδαγσγηθνχ Ηλζηηηνχηνπ, ειήθζεζαλ ππφςε: 
 Οη νδεγίεο ηνπ Παηδαγσγηθνχ Ηλζηηηνχηνπ γηα ηε 

δηδαζθαιία ηεο Άιγεβξαο ηεο Α΄ Λπθείνπ, νη νπνίεο 
αλαθέξνληαλ ζηελ αλαδηάηαμε ησλ πεξηερνκέλσλ θαη 
ζηε δηδαθηηθή κεζνδνινγία. 

 Σα λέα Αλαιπηηθά Πξνγξάκκαηα ΢πνπδψλ θαη ηα λέα 
δηδαθηηθά βηβιία ησλ Μαζεκαηηθψλ ηνπ Γπκλαζίνπ θαη 

 Ο ηξφπνο αμηνιφγεζεο ησλ καζεηψλ Λπθείνπ ζηα 
Μαζεκαηηθά, φπσο απηφο νξίδεηαη απφ ην Π. Γ 
60/2006. 

Κξίζεθε αλαγθαίν λα πξνεγεζεί ηεο δηδαθηέαο χιεο ηνπ 
βηβιίνπ έλα εηζαγσγηθφ θεθάιαην κε ηα απνιχησο 
απαξαίηεηα ζηνηρεία απφ ηε καζεκαηηθή ινγηθή θαη ηε 
ζεσξία ζπλφισλ, ηα νπνία ζεσξνχληαη ρξήζηκα γηα ηε 
ζαθέζηεξε δηαηχπσζε ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ, ησλ 
πξνηάζεσλ θηι. Σα ζηνηρεία απηά, πνπ ήηαλ δηάζπαξηα 
ζηελ Α΄ έθδνζε ηνπ βηβιίνπ, παξνπζηάδνληαη ζηελ 
αλακνξθσκέλε έθδνζε κε νξγαλσκέλν ηξφπν. 



Σν πεξηερφκελν ηνπ βηβιίνπ, πνπ απνηειεί θαη ηελ 
δηδαθηέα χιε ηεο Άιγεβξαο Α΄ Λπθείνπ, έρεη ζε γεληθέο 
γξακκέο έρεη σο εμήο: 

1. ΢ην 1ν Θεθάιαην επαλαιακβάλνληαη, ζπκπιεξψ-
λνληαη θαη επεθηείλνληαη ηα βαζηθά ζηνηρεία ηνπ 
αιγεβξηθνχ ινγηζκνχ πνπ δηδάρηεθαλ νη καζεηέο ζην 
Γπκλάζην. 

2. ΢ην 2ν Θεθάιαην επαλαιακβάλνληαη θαη εμεηάδνληαη 
ζπζηεκαηηθφηεξα φζα ήηαλ γλσζηά απφ ην Γπκλάζην 
γηα ηηο εμηζψζεηο 1νπ βαζκνχ, ηηο εμηζψζεηο 2νπ 
βαζκνχ, θαζψο θαη γηα εμηζψζεηο πνπ ε επίιπζή ηνπο 
αλάγεηαη ζε εμηζψζεηο 1 νπ θαη 2νπ βαζκνχ. 

3. ΢ην 3ν Θεθάιαην παξνπζηάδεηαη ε επίιπζε 
αληζψζεσλ 1νπ θαη 2νπ βαζκνχ, θαζψο θαη 
αληζψζεσλ πνπ ε επίιπζή ηνπο αλάγεηαη ζε 
αληζψζεηο 1νπ θαη 2νπ βαζκνχ. 

Με ηε δηδαζθαιία ησλ ηξηψλ πξψησλ θεθαιαίσλ 
νινθιεξψλεηαη ν αιγεβξηθφο ινγηζκφο ζην βαζκφ 
πνπ είλαη απαξαίηεηνο φρη κφλν γηα ηελ απξφζθνπηε 
ζπλέρεηα ηεο δηδαζθαιίαο Άιγεβξαο, αιιά θαη γηα ηελ 
εμππεξέηεζε ησλ ζπλαθψλ καζεκάησλ. 

4. Σν 4ν Θεθάιαην αλαθέξεηαη ζηηο ζπλαξηήζεηο. Ζ 
ζπλάξηεζε είλαη κηα απφ ηηο ζεκειηψδεηο έλλνηεο ησλ 
Μαζεκαηηθψλ, ε νπνία είλαη ην εξγαιείν έθθξαζεο 
ελφο κεγάινπ θάζκαηνο θαηλνκέλσλ ηεο θχζεο θαη 
ηεο θνηλσλίαο. Ζ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο ζα είλαη 
αληηθείκελν ζπζηεκαηηθήο κειέηεο θαη εκβάζπλζεο ζε 
φιν ην Λχθεην. 

5. ΢ην 5ν Θεθάιαην γίλεηαη θαη’ αξρήλ ε κειέηε ησλ  
 

ζπλαξηήζεσλ  y = αx
2 

θαη              θαη αθνινπζεί ε κε- 
 

ιέηε ηεο ζπλάξηεζεο ηξηψλπκν y = αx
2
 + βx + γ, πνπ 

απνηειεί ηνλ θεληξηθφ ζηφρν ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ. 
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6. ΢ην 6ν Θεθάιαην θαη’ αξρήλ επαλαιακβάλνληαη θαη 
ζπκπιεξψλνληαη φζα δηδάρηεθαλ νη καζεηέο ζην 
Γπκλάζην γηα γξακκηθά ζπζηήκαηα δπν εμηζψζεσλ κε 
δπν αγλψζηνπο θαη ζηε ζπλέρεηα επηιχνληαη γξακ-
κηθά ζπζηήκαηα κε ηξεηο αγλψζηνπο, θαζψο θαη κε 
γξακκηθά ζπζηήκαηα. Γηα ηελ παξνπζίαζε ησλ ελλνη-
ψλ ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ ρξεζηκνπνηήζεθαλ αλαπα-
ξαζηάζεηο απφ ηα θεθάιαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ. 

7. ΢ην 7ν Θεθάιαην, πνπ είλαη θαη ην ηειεπηαίν ηνπ 
βηβιίνπ, επαλαιακβάλνληαη θαη επεθηείλνληαη νη 
γλσζηέο απφ ην Γπκλάζην έλλνηεο ησλ ηξηγσλνκεηξη-
θψλ αξηζκψλ θαη ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ηαπηνηήησλ 
θαη παξνπζηάδεηαη ε αλαγσγή ηνπ ππνινγηζκνχ 
ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ ζην 1ν ηεηαξηεκφξην. 

 

Δθηηκνχκε φηη ε παξνχζα αλακνξθσκέλε έθδνζε ηνπ 
βηβιίνπ ζα ζπκβάιεη ζηελ αλαβάζκηζε ηεο δηδαζθαιίαο 
ηεο Άιγεβξαο ζην Λχθεην. Χζηφζν, γηα πεξαηηέξσ βει-
ηίσζε ηνπ βηβιίνπ, νπνηνζδήπνηε καζεηήο, θαζεγεηήο 
ή ελδηαθεξφκελνο γηα ηελ παηδεία ζηνλ ηφπν καο ζέιεη 
λα θάλεη ζρφιηα, παξαηεξήζεηο ή θξίζεηο γηα ην βηβιίν 
απηφ, παξαθαιείηαη λα ηηο ζηείιεη ζην Παηδαγσγηθφ 
Ηλζηηηνχην, Μεζνγείσλ 396, 15310 Αγία Παξαζθεπή. 
 
 
 

Γεθέκβξηνο 2009 
Οη ΢πγγξαθείο 

 
 





ΔΗΠΑΓΥΓΗΘΝ ΘΔΦΑΙΑΗΝ 

 

Δ.1  ΣΟ ΛΔΞΗΛΟΓΗΟ ΣΖ΢ ΛΟΓΗΚΖ΢ 

 
΢ηε παξάγξαθν απηή ζα γλσξίζνπκε κεξηθέο βαζηθέο 
έλλνηεο ηεο Λνγηθήο, ηηο νπνίεο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε 
ζηε ζπλέρεηα, φπνπ απηφ θξίλεηαη αλαγθαίν, γηα ηε ζα-
θέζηεξε δηαηχπσζε καζεκαηηθψλ ελλνηψλ, πξνηάζεσλ 
θηι. Σα παξαδείγκαηα πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε 
αλαθέξνληαη ζε έλλνηεο θαη ηδηφηεηεο πνπ είλαη γλσζηέο 
απφ ην Γπκλάζην. 
 

Ζ ζπλεπαγσγή 
 

Αο ζεσξήζνπκε δχν πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο α θαη β . 
Δίλαη γλσζηφ φηη:  

Αλ νη αξηζκνί α θαη β είλαη ίζνη, ηφηε θαη ηα ηεηξάγσλα 
ηνπο ζα είλαη ίζα. 

 

Απηφ ζεκαίλεη φηη: 
 

Αλ ν ηζρπξηζκφο « α = β » είλαη αιεζήο, ηφηε θαη ν 

ηζρπξηζκφο « α
2
 = β

2
 » ζα είλαη αιεζήο. 

 

Γη’  απηφ ιέκε φηη ν ηζρπξηζκφο « α
2
 = β

2 
»  ζπλεπάγεηαη 

ηνλ ηζρπξηζκφ « α = β » θαη γξάθνπκε: α = β      α
2
 = β

2
 . 

 

Γεληθά: 
 

P θαη Q είλαη δχν ηζρπξηζκνί, ηέηνηνη ψζηε, φηαλ  

αιεζεχεη ν P λα αιεζεχεη θαη ν Q , ηφηε ιέκε φηη ν P  

ζπλεπάγεηαη ηνλ Q θαη γξάθνπκε P      Q. 

 

Ο ηζρπξηζκφο « P      Q » ιέγεηαη ζπλεπαγσγή θαη 

πνιιέο θνξέο δηαβάδεηαη «αλ P, ηόηε Q». Ο P ιέγεηαη 
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ππόζεζε ηεο ζπλεπαγσγήο, ελψ ν Q ιέγεηαη 

ζπκπέξαζκα απηήο
(1)

. 

 

Ζ ηζνδπλακία ή δηπιή ζπλεπαγσγή 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηηο γλσζηέο καο απφ ην Γπκλάζην 
ζπλεπαγσγέο: 

 α = β      α
2
 = β

2
   (1) 

θαη 
 α = β      α + γ = β + γ  (2), 
πνπ ηζρχνπλ γηα φινπο ηνπο πξαγκαηηθνχο α, β θαη γ. 
Παξαηεξνχκε φηη: 
 Γηα ηελ πξψηε ζπλεπαγσγή, δελ ηζρχεη ην 

αληίζηξνθν. Γειαδή δελ ηζρχεη ε ζπλεπαγσγή  
 

α
2
 = β

2
      α = β γηα φινπο ηνπο πξαγκαηηθνχο 

αξηζκνχο α θαη β, αθνχ γηα παξάδεηγκα είλαη  
 

(-3)
2
 = 3

2
, ελψ -3 ≠ 3 . 

 Γηα ηε δεχηεξε, φκσο, ζπλεπαγσγή ηζρχεη θαη ην 
αληίζηξνθν. Γειαδή γηα φινπο ηνπο πξαγκαηηθνχο 

 

(1) ΢ηελ θαζεκεξηλή πξάμε, ζπλήζσο, δελ ρξεζηκνπνη-
νχκε ζπλεπαγσγέο κε ςεπδή ππφζεζε. Αιιά θαη ε 
καζεκαηηθή επηζηήκε δελ έρεη αλάγθε ηέηνηνπ είδνπο 
ζπλεπαγσγψλ. ΋κσο, γηα ηερληθνχο ιφγνπο πνπ 
ζπλδένληαη κε ηελ επθνιία ηεο έθθξαζεο καζεκαηηθψλ 
δεηεκάησλ, ζα πηνζεηήζνπκε ηε ζχκβαζε φηη ε ζπλεπα-
γσγή « P     Q » λα είλαη αιεζήο θαη ζηελ πεξίπησζε 
πνπ ε ππφζεζε P είλαη ςεπδήο. Έηζη, ε ζπλεπαγσγή  
« P     Q » είλαη ςεπδήο, κφλν φηαλ ε ππφζεζε P είλαη 
αιεζήο θαη ην ζπκπέξαζκα Q είλαη ςεπδέο θαη αιεζήο 
ζε θάζε άιιε πεξίπησζε. Δθ πξψηεο φςεσο ε 
ζχκβαζε απηή θαίλεηαη πεξίεξγε, αιιά ζην πιαίζην ηνπ 
παξφληνο βηβιίνπ δελ κπνξνχλ λα εμεγεζνχλ νη ιφγνη 
πνπ νδήγεζαλ ζε απηή. 
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αξηζκνχο α, β, γ ηζρχεη θαη ε ζπλεπαγσγή: 
 

α + γ = β + γ      α = β 
 

Γη’ απηφ ιέκε φηη νη δχν ηζρπξηζκνί είλαη ηζνδχλακνη 
θαη γξάθνπκε: 

 

α = β      α + γ = β + γ . 
 

Γεληθά: 
 

Αλ P θαη Q είλαη δχν ηζρπξηζκνί, ηέηνηνη ψζηε, φηαλ  
αιεζεχεη ν P, λα αιεζεχεη θαη ν Q θαη φηαλ αιεζεχεη ν  

Q, λα αιεζεχεη θαη ν P, ηφηε ιέκε φηη ν P ζπλεπάγεηαη  
ηνλ Q θαη αληηζηξόθσο ή, αιιηψο, φηη ν P είλαη  

ηζνδύλακνο κε ηνλ Q θαη γξάθνπκε P      Q . 

 

Ο ηζρπξηζκφο « P      Q » ιέγεηαη ηζνδπλακία θαη 

αξθεηέο θνξέο δηαβάδεηαη «P αλ θαη κόλν αλ Q». 

 
Ο ζχλδεζκνο «ή» 
 

Γλσξίδνπκε φηη: 
 

Σν γηλφκελν δχν πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ α θαη β είλαη 
ίζν κε ην κεδέλ, αλ θαη κφλν αλ έλαο ηνπιάρηζηνλ 
απφ ηνπο αξηζκνχο α θαη β είλαη ίζνο κε ην κεδέλ. 

 

Γηα λα δειψζνπκε φηη έλαο ηνπιάρηζηνλ απφ ηνπο α θαη 
β είλαη ίζνο κε ην κεδέλ, γξάθνπκε α = 0 ή β = 0 . Έηζη, 
έρνπκε ηελ ηζνδπλακία 
 

α  β = 0       α = 0 ή β = 0 
 

 

Γεληθά: 
 

Αλ P θαη Q είλαη δχν ηζρπξηζκνί, ηφηε ν ηζρπξηζκφο P  
ή Q αιεζεχεη κφλν ζηελ πεξίπησζε πνπ έλαο  
ηνπιάρηζηνλ απφ ηνπο δχν ηζρπξηζκνχο αιεζεχεη. 

 

Ο ηζρπξηζκφο «P ή Q» ιέγεηαη δηάδεπμε ησλ P θαη Q . 
Γηα παξάδεηγκα ε εμίζσζε   
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(x
2
 - x)(x

2
 -1) = 0 

 

αιεζεχεη, αλ θαη κφλν αλ έλαο ηνπιάρηζηνλ απφ ηνπο 

παξάγνληεο x
2
 - x θαη x

2
 - 1 είλαη ίζνο κε ην κεδέλ, 

δειαδή, αλ θαη κφλν αλ ηζρχεη ε δηάδεπμε: 
 

x
2
 - x = 0  ή  x

2
 - 1 = 0. 

 

Παξαηεξνχκε εδψ φηη: 
 Γηα x = 1 αιεζεχνπλ θαη νη δχν εμηζψζεηο, ελψ 
 Γηα x = 0 αιεζεχεη κφλν ε πξψηε θαη γηα x = -1 

αιεζεχεη κφλν ε δεχηεξε. 
 

Ο ζχλδεζκνο «θαη» 
 

Γλσξίδνπκε φηη: 
«Σν γηλφκελν δχν πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ α θαη β είλαη 
δηάθνξν ηνπ κεδελφο, αλ θαη κφλνλ αλ θαη νη δχν 
αξηζκνί α θαη β είλαη δηάθνξνη ηνπ κεδελφο». 

 

Γηα λα δειψζνπκε φηη θαη νη δχν αξηζκνί α θαη β είλαη 
δηάθνξνη ηνπ κεδελφο γξάθνπκε 

α  ≠ 0 θαη β ≠ 0 
Έηζη, έρνπκε ηελ ηζνδπλακία 

α  β ≠ 0        α ≠ 0 θαη β ≠ 0 
 

Γεληθά: 
 

Αλ P θαη Q είλαη δχν ηζρπξηζκνί, ηφηε ν ηζρπξηζκφο P  
θαη Q αιεζεχεη κφλν ζηελ πεξίπησζε πνπ θαη νη δχν  
ηζρπξηζκνί αιεζεχνπλ. 

 

Ο ηζρπξηζκφο «P θαη Q» ιέγεηαη ζύδεπμε ησλ P θαη Q . 
Γηα παξάδεηγκα, ν ηζρπξηζκφο 

 

x(x -1) = 0 θαη (x -1)( x +1) = 0 
αιεζεχεη γηα εθείλα ηα x γηα ηα νπνία αιεζεχνπλ θαη νη 
δχν εμηζψζεηο, δειαδή γηα x = 1 . 
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ΔΟΥΡΖΠΔΗΠ ΘΑΡΑΛΝΖΠΖΠ 
 
 

I. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο λα 
θπθιώζεηε ην γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
αιεζήο γηα όινπο ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α θαη 
β. Γηαθνξεηηθά λα θπθιώζεηε ην γξάκκα Τ. 
 

1. α
2
 = 9      α = 3 Α  Φ 

2. α
2
 = α      α = 1 Α Φ 

3. α
2
 ≠ α      α ≠ 1 Α Φ 

4. α ≠ 2       α
2
 ≠ 4  Α Φ 

5. α > 2      α
2
 > 4  Α Φ 

6. α < 2      α
2
 < 4  Α Φ 

7. α
2
 < 4      α < 2   Α Φ 

8. α
2
 > 4      α > 2  Α Φ 

9. α < 2 θαη β < 3      α  β < 6 Α Φ 
 

II. Λα αληηζηνηρίζεηε θαζέλα από ηνπο ηζρπξηζκνύο 
ηεο νκάδαο Α' κε ηνλ ηζνδύλακό ηνπ ηζρπξηζκό από 
ηε νκάδα Β'. 

 

 
 
 
 
 
 
 

Α΄ ΟΜΑΓΑ 

1 x(x - 2) = 0 

2 x(x - 2) ≠ 0 

3 x
2
 = 4 

4 x
2
 = 4 θαη x < 0 

5 
x(x- 2) = 0  
θαη x(x-1) = 0 

6 x
2
 = 4 θαη x > 0 

Β΄ ΟΜΑΓΑ 

Α x ≠ 0 θαη  x ≠ 2 

Β x = 2 

Γ x = -2 ή x = 2 

Γ x = 0 

Δ x = 0 ή x = 2 

Ε x = -2 
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Δ.2 ΢ΤΝΟΛΑ 
 

Ζ έλλνηα ηνπ ζπλφινπ 
 

Πνιινί άλζξσπνη ζπλεζίδνπλ λα ζπιιέγνπλ δηάθνξα 
πξάγκαηα, φπσο π.ρ. γξακκαηφζεκα, λνκίζκαηα, 
πίλαθεο δσγξαθηθήο, εθεκεξίδεο, βηβιία θηι. Οη πεξηζ-
ζφηεξνη ζπιιέθηεο ηαμηλνκνχλ ηηο ζπιινγέο ηνπο ζε 
θαηεγνξίεο, π.ρ. «γξακκαηφζεκα πνπ πξνέξρνληαη απφ 
ηελ ίδηα ρψξα», «λνκίζκαηα ηνπ πεξαζκέλνπ αηψλα», 
«πίλαθεο ηεο αλαγέλλεζεο» θηι. 
Δπίζεο απφ αξραηνηάησλ ρξφλσλ νη άλζξσπνη ελδηα-
θέξζεθαλ γηα ηνπο αξηζκνχο θαη ηνπο ηαμηλφκεζαλ ζε 
θαηεγνξίεο, φπσο είλαη π. ρ. «νη άξηηνη αξηζκνί», «νη 
πξψηνη αξηζκνί» θηι. 
΢πιινγέο ή θαηεγνξίεο φπσο νη παξαπάλσ ή αθφκε 
νκάδεο αληηθεηκέλσλ, νκνεηδψλ ή φρη, πνπ κπνξνχκε κε 
θάπνην ηξφπν λα ηα μερσξίζνπκε, νλνκάδνληαη ζηα 

Μαζεκαηηθά ζύλνια. ΢χκθσλα κε ηνλ κεγάιν 
καζεκαηηθφ Cantor: 
 

Πύλνιν είλαη θάζε ζπιινγή αληηθεηκέλσλ, πνπ πξνέξ- 
ρνληαη απφ ηελ εκπεηξία καο ή ηε δηαλφεζή καο, είλαη  
θαιά νξηζκέλα θαη δηαθξίλνληαη ην έλα απφ ην άιιν. 

 

Σα αληηθείκελα απηά, πνπ απνηεινχλ ην ζχλνιν, 
νλνκάδνληαη ζηνηρεία ή κέιε ηνπ ζπλφινπ. 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
Έλα ζχλνιν πξέπεη λα είλαη, φπσο ζπλεζίδνπκε λα 
ιέκε, «θαιψο νξηζκέλν». Απηφ ζεκαίλεη φηη ηα ζηνηρεία 
ηνπ κπνξνχλ λα αλαγλσξίδνληαη κε ζηγνπξηά. Γηα 
παξάδεηγκα δελ κπνξνχκε λα κηιάκε γηα ην ζχλνιν 
ησλ κεγάισλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Απηφ δελ είλαη 
ζχλνιν, κε ηε καζεκαηηθή έλλνηα ηνπ φξνπ, δηφηη δελ 
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 3 

5
     N ,  

 3 

5
     Q , -2    Z , 

ππάξρεη θαλφλαο πνπ λα θαζνξίδεη αλ έλαο 
πξαγκαηηθφο αξηζκφο είλαη ή δελ είλαη κεγάινο. Αλ 
φκσο ζεσξήζνπκε ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο πνπ 
είλαη κεγαιχηεξνη ηνπ 1000000, ηφηε απηνί απνηεινχλ 
ζχλνιν. 
 

Γηα λα ζπκβνιίζνπκε έλα ζχλνιν ζηα Μαζεκαηηθά, 
ρξεζηκνπνηνχκε έλα απφ ηα θεθαιαία γξάκκαηα ηνπ 
Διιεληθνχ ή ηνπ Λαηηληθνχ αιθαβήηνπ, ελψ γηα ηα 
ζηνηρεία ηνπ ρξεζηκνπνηνχκε ηα κηθξά γξάκκαηα 
απηψλ. Γηα παξάδεηγκα: 
 κε Ν ζπκβνιίδνπκε ην ζχλνιν ησλ θπζηθψλ αξηζκψλ,  
 κε Ε ην ζχλνιν ησλ αθεξαίσλ αξηζκψλ,  
 κε Q ην ζχλνιν ησλ ξεηψλ αξηζκψλ θαη  
 κε R ην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 
 

Σα ζχκβνια      θαη  
 

Γηα λα δειψζνπκε φηη ην x είλαη ζηνηρείν ηνπ ζπλφινπ 
Α, γξάθνπκε x    Α θαη δηαβάδνπκε «ην x αλήθεη ζην Α», 
ελψ γηα λα δειψζνπκε φηη ην x δελ είλαη ζηνηρείν ηνπ 
ζπλφινπ Α γξάθνπκε x    Α θαη δηαβάδνπκε «ην x δελ 
αλήθεη ζην Α». Γηα παξάδεηγκα 
 

                                                                           θηι. 
 

 

Παξάζηαζε ζπλφινπ 
 

Γηα λα παξαζηήζνπκε έλα ζχλνιν ρξεζηκνπνηνχκε 
ζπλήζσο έλαλ απφ ηνπο παξαθάησ ηξφπνπο: 

α) ΋ηαλ δίλνληαη φια ηα ζηνηρεία ηνπ θαη είλαη ιίγα ζε 
πιήζνο, ηφηε γξάθνπκε ηα ζηνηρεία απηά κεηαμχ δχν 
αγθίζηξσλ, ρσξίδνληαο ηα κε ην θφκκα. Έηζη π.ρ., αλ ην 
ζχλνιν Α έρεη σο ζηνηρεία ηνπο αξηζκνχο 2, 4 θαη 6, 
γξάθνπκε: 

Α = {2, 4, 6} 
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Πνιιέο θνξέο ρξεζηκνπνηνχκε έλαλ παξφκνην ζπκβν-
ιηζκφ θαη γηα ζχλνια πνπ έρνπλ πνιιά ή άπεηξα ζηνη-
ρεία, γξάθνληαο κεξηθά κφλν απφ απηά θαη απνζησπψ-
ληαο ηα ππφινηπα, αξθεί λα είλαη ζαθέο πνηα είλαη απηά 
πνπ παξαιείπνληαη. Έηζη γηα παξάδεηγκα ην ζχλνιν Β 
ησλ αθεξαίσλ απφ ην 1 κέρξη ην 100 ζπκβνιίδεηαη σο 
εμήο 

Β = {1, 2, 3, ... , 100}, 
 

ελψ ην ζχλνιν ησλ θιαζκάησλ ηεο κνξθήο       , φπνπ λ 
ζεηηθφο αθέξαηνο, ζπκβνιίδεηαη σο εμήο: 
 
 
 
Ο παξαπάλσ ηξφπνο παξάζηαζεο ελφο ζπλφινπ 

ιέγεηαη «παξάζηαζε ηνπ ζπλφινπ κε αλαγξαθή ησλ 
ζηνηρείσλ ηνπ». 

β) Αλ απφ ην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ 
επηιέμνπκε εθείλνπο πνπ έρνπλ ηελ ηδηφηεηα λα είλαη 
ζεηηθνί, ηφηε θηηάρλνπκε ην ζχλνιν ησλ ζεηηθψλ 
πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, ην νπνίν ζπκβνιίδεηαη κε: 
{x    R | x > 0} 
θαη δηαβάδεηαη «Σν ζχλνιν ησλ x    R , φπνπ x > 0». 
Οκνίσο ην ζχλνιν ησλ άξηησλ αθεξαίσλ ζπκβνιίδεηαη 

{x    Z | x άξηηνο} 
 

Γεληθά, αλ απφ έλα ζχλνιν Χ επηιέγνπκε εθείλα ηα 
ζηνηρεία ηνπ, πνπ έρνπλ κηα νξηζκέλε ηδηφηεηα Η, ηφηε 
θηηάρλνπκε έλα λέν ζχλνιν πνπ ζπκβνιίδεηαη κε: 
 

{x    Χ | x έρεη ηελ ηδηφηεηα Η} 
 

θαη δηαβάδεηαη «Σν ζχλνιν ησλ x    D, φπνπ x έρεη ηελ 
ηδηφηεηα Η». Ο παξαπάλσ ηξφπνο παξάζηαζεο ελφο 
ζπλφινπ ιέγεηαη «παξάζηαζε ηνπ ζπλφινπ κε 

πεξηγξαθή ησλ ζηνηρείσλ ηνπ». 
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Ίζα ζχλνια 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηψξα ηα ζχλνια: 
Α = {1, 2}    θαη   Β= {x    R | (x - 1)(x - 2) = 0 } 

 

Δπεηδή νη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (x - 1)(x - 2) = 0 είλαη νη 
αξηζκνί 1 θαη 2, ην ζχλνιν Β έρεη ηα ίδηα αθξηβψο 
ζηνηρεία κε ην Α. ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε ιέκε φηη ηα 
ζχλνια Α θαη Β είλαη ίζα. 
 
Γεληθά: 

 

Γχν ζχλνια Α θαη Β ιέγνληαη ίζα, φηαλ έρνπλ ηα ίδηα  
αθξηβψο ζηνηρεία. 

 

Με άιια ιφγηα: 

«Γύν ζύλνια Α θαη Β ιέγνληαη ίζα, όηαλ θάζε ζηνη-

ρείν ηνπ Α είλαη θαη ζηνηρείν ηνπ Β θαη αληηζηξόθσο 
θάζε ζηνηρείν ηνπ Β είλαη θαη ζηνηρείν ηνπ Α». 

΢ηελ πεξίπησζε απηή γξάθνπκε Α = Β. 
 

Τπνζχλνια ζπλφινπ 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηα ζχλνια 
 

Α={1, 2, 3, ... , 15}      θαη      Β={1, 2, 3, ... , 100} 
 

Παξαηεξνχκε φηη θάζε ζηνηρείν ηνπ ζπλφινπ Α είλαη θαη 
ζηνηρείν ηνπ ζπλφινπ Β. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε φηη 
ην Α είλαη ππνζχλνιν ηνπ Β. 
 

Γεληθά: 
 

Έλα ζχλνιν Α ιέγεηαη ππνζύλνιν ελφο ζπλφινπ Β,  
φηαλ θάζε ζηνηρείν ηνπ Α είλαη θαη ζηνηρείν ηνπ Β. 

 

΢ηελ πεξίπησζε απηή γξάθνπκε  Α     Β . Άκεζεο 
ζπλέπεηεο ηνπ νξηζκνχ είλαη νη: 
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i)    Α     Α, γηα θάζε ζχλνιν Α. 
 

ii)   Αλ Α     Β θαη Β     Γ, ηφηε Α     Γ . 
 

iii)  Αλ Α     Β θαη Β     Α, ηφηε Α = Β . 
 

Σν θελφ ζχλνιν 
 

Αο αλαδεηήζνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ ζπλφινπ Α = {x    R | 

x
2
 = -1. Δίλαη θαλεξφ φηη ηέηνηα ζηνηρεία δελ ππάξρνπλ, 

αθνχ ε εμίζσζε x
2
 = -1 είλαη αδχλαηε ζην R. Σν ζχλνιν 

απηφ, πνπ δελ έρεη θαλέλα ζηνηρείν, ιέγεηαη θελό 
ζύλνιν θαη ζπκβνιίδεηαη κε Ø ή { }.  
 

Γειαδή: 
 

Θελό ζύλνιν είλαη ην ζχλνιν πνπ δελ έρεη ζηνηρεία. 
 

Γερφκαζηε φηη ην θελφ ζχλνιν είλαη ππνζχλνιν θάζε 
ζπλφινπ. 
 

Γηαγξάκκαηα Venn 
 

Μηα επνπηηθή παξνπζίαζε ησλ ζπλφισλ θαη ησλ 
κεηαμχ ηνπο ζρέζεσλ γίλεηαη κε ηα δηαγξάκκαηα Venn. 
 Κάζε θνξά πνπ εξγαδφκαζηε κε ζχλνια, ηα ζχλνια 

απηά ζεσξνχληαη ππνζχλνια ελφο ζπλφινπ πνπ 

ιέγεηαη βαζηθό ζύλνιν θαη ζπκβνιίδεηαη κε Υ. Γηα 
παξάδεηγκα, ηα ζχλνια R, Ε θαη Q, είλαη ππνζχλνια 
ηνπ βαζηθνχ ζπλφινπ Χ = R. 

 

Σν βαζηθφ ζχλνιν ζπκβνιίδεηαη κε  
ην εζσηεξηθφ ελφο νξζνγσλίνπ, ελψ 
θάζε ππνζχλνιν ελφο βαζηθνχ ζπ- 
λφινπ παξηζηάλεηαη κε ην εζσηεξη- 
θφ κηαο θιεηζηήο θακπχιεο πνπ  
πεξηέρεηαη ζην εζσηεξηθφ ηνπ νξζνγσλίνπ. 

A 

Χ 
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 Αλ Α     Β, ηφηε ην Α παξηζηάλεηαη  
κε ην εζσηεξηθφ κηαο θιεηζηήο  
θακπχιεο πνπ πεξηέρεηαη ζην  
εζσηεξηθφ ηεο θιεηζηήο θακπχιεο 
πνπ παξηζηάλεη ην Β. 

 
Πξάμεηο κε ζχλνια 
 

Έζησ Χ = {1, 2, 3, ...,10} έλα βαζηθφ ζχλνιν θαη δχν 
ππνζχλνιά ηνπ: 

Α = {1, 2, 3, 4}   θαη   Β = {3, 4, 5, 6} . 
 Σν ζχλνιν {1, 2, 3, 4, 5, 6}, πνπ έρεη σο ζηνηρεία ηα 

θνηλά θαη ηα κε θνηλά ζηνηρεία ησλ Α θαη Β, δειαδή ην 
ζχλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Χ πνπ αλήθνπλ 
ηνπιάρηζηνλ ζε έλα απφ ηα Α θαη Β ιέγεηαη έλσζε 
ησλ ζπλφισλ Α θαη Β. 

Γεληθά: 
 

Έλσζε δχν ππνζπλφισλ Α, Β  
ελφο βαζηθνχ ζπλφινπ Χ ιέγεηαη  
ην ζχλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Χ  
πνπ αλήθνπλ ηνπιάρηζηνλ ζε έλα  
απφ ηα ζχλνια Α θαη Β θαη  

ζπκβνιίδεηαη κε Α U Β . 

 
Γειαδή είλαη: 

Α U Β = {x     Υ| x    Α θαη x    Β} 
 
 Σν ζχλνιν {3, 4} πνπ έρεη σο ζηνηρεία ηα θνηλά κφλν 

ζηνηρεία ησλ Α θαη Β ιέγεηαη ηνκή ησλ Α θαη Β. 

 

Β 

Χ 

Α 

Α 

Χ 

Β 
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Γεληθά: 
 

Ρνκή δχν ππνζπλφισλ Α, Β ελφο  
βαζηθνχ ζπλφινπ Χ ιέγεηαη ην  
ζχλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Χ πνπ  
αλήθνπλ θαη ζηα δχν ζχλνια Α,  

Β θαη ζπκβνιίδεηαη κε Α ∩ Β 
 

Γειαδή είλαη: 

Α ∩ Β = {x    Υ| x    Α θαη x     Β} 
 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ δχν ζχλνια Α θαη Β δελ έρνπλ 
θνηλά ζηνηρεία, δειαδή φηαλ Α ∩ Β = Ο , ηα δχν ζχλνια 

ιέγνληαη μέλα κεηαμχ ηνπο. 
 
 Σν ζχλνιν {5, 6, 7, 8, 9, 10} πνπ έρεη σο ζηνηρεία ηα 

ζηνηρεία ηνπ Χ πνπ δελ αλήθνπλ ζην Α, ιέγεηαη 
ζπκπιήξσκα ηνπ ζπλφινπ Α. 

 
Γεληθά: 
 

Ππκπιήξσκα ελφο ππνζπλφινπ Α  
ελφο βαζηθνχ ζπλφινπ Χ ιέγεηαη  
ην ζχλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Χ  
πνπ δελ αλήθνπλ ζην Α θαη  

ζπκβνιίδεηαη κε Α΄. 
 
 

Γειαδή είλαη: 

Α΄ = {x    Υ | x    Α} 

 
 

Α 

Χ 

Β 

Α Χ 

Α΄ 
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ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 

 

Η.  1. ΢ηνπο παξαθάησ πίλαθεο λα ζπκπιεξψζεηε κε ην 
ζχκβνιν "" εθείλα ηα ηεηξαγσλάθηα ησλ νπνίσλ 
ν αληίζηνηρνο αξηζκφο αλήθεη ζην αληίζηνηρν 
ζχλνιν.  

     2. Πψο νλνκάδνληαη νη αξηζκνί γηα ηνπο νπνίνπο 
έρνπλ ζπκπιεξσζεί ηα ηεηξαγσλάθηα κφλν ηεο 
ηειεπηαίαο γξακκήο; 

     3. Να ρξεζηκνπνηήζεηε ηα δηαγξάκκαηα ηνπ Venn 
γηα λα παξαζηήζεηε ηηο δηαδνρηθέο ζρέζεηο 
εγθιεηζκνχ ησλ ζπλφισλ Ν, Ε, Q θαη R θαη λα 
ηνπνζεηήζεηε κέζα ζε απηά ηνπο αξηζκνχο απηνχο.  

 

 Ν Ε Q R 

-3,5 

 
 

   

0 
    

 
 
 

   

 
 
 

   

π 
    

2,3 
 
 

   

 
 
 

   

 
    

-5 
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II. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ εξσηήζεηο λα 
ζπκπιεξώζεηε ηηο ηζόηεηεο. 
1. Αλ Α= {x    N |x δηαηξέηεο ηνπ 16} θαη Β= {x    N |x 

δηαηξέηεο ηνπ 24} , ηφηε: 
 

α) Α U Β ………………… β) Α ∩ Β …………………… 
 

2. Αο ζεσξήζνπκε σο βαζηθφ ζχλνιν ην ζχλνιν Χ 
ησλ γξακκάησλ ηνπ ειιεληθνχ αιθαβήηνπ θαη ηα 
ππνζχλνιά ηνπ 
Α= {x    Χ| x θσλήελ}  θαη Β= {x    Χ| x ζχκθσλν}. 

 

Σφηε: 
α) Α U Β = .........    β) Α ∩ Β = ........ 
γ) Α΄ = ........           δ) B΄ = ........ 

III. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ εξσηήζεηο λα 
βάιεηε ζε θύθιν ηηο ζσζηέο απαληήζεηο. 

 
1. Έζησ δχν ζχλνια Α θαη Β. Σφηε: 

α) Α     Α ∩ Β      β) Β     Α ∩ Β      

γ) Α ∩ Β     Α     δ) Α ∩ Β     Β 
 

2. Έζησ δχν ζχλνια Α θαη Β . Σφηε: 

α) Α     Α U Β      β) Α U Β     Β      

γ) Α U Β     Α      δ) Α U Β     Β 
 

IV. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ εξσηήζεηο λα 
ζπκπιεξώζεηε ηηο ηζόηεηεο. 
1. Έζησ Χ έλα βαζηθφ ζχλνιν, Ø ην θελφ ζχλνιν 

θαη Α      Χ .Σφηε: 

α) Ø΄ = ......   β) Χ΄ = ......   γ) (Α΄)΄ =..... 
 

2. Έζησ Α      Β .Σφηε 

α) Α ∩ Β = ......  β) Α U Β = ....... 
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ΝΗ ΞΟΑΓΚΑΡΗΘΝΗ  
ΑΟΗΘΚΝΗ 

 

1.1 ΟΗ ΠΡΑΞΔΗ΢ ΚΑΗ ΟΗ ΗΓΗΟΣΖΣΔ΢ ΣΟΤ΢  
(Δπαλαιήςεηο - ΢πκπιεξψζεηο) 

 

Δηζαγσγή 
 

΢ην Γπκλάζην κάζακε φηη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί 

απνηεινχληαη απφ ηνπο ξεηνύο θαη ηνπο άξξεηνπο 
αξηζκνχο θαη παξηζηάλνληαη κε ηα ζεκεία ελφο άμνλα, 

ηνπ άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 

 
 
 
Θπκίδνπκε φηη: 
 Κάζε ξεηφο αξηζκφο έρεη (ή κπνξεί λα πάξεη)  
 

θιαζκαηηθή κνξθή, δειαδή ηε κνξθή      , φπνπ α, β  
αθέξαηνη, κε β ≠ 0. 

 Κάζε ξεηφο αξηζκφο κπνξεί λα γξαθεί σο δεθαδηθφο 
ή πεξηνδηθφο δεθαδηθφο θαη, αληηζηξφθσο, θάζε 
δεθαδηθφο ή πεξηνδηθφο δεθαδηθφο κπνξεί λα πάξεη 
θιαζκαηηθή κνξθή. Γηα παξάδεηγκα, 

 
  
 

 

     θαη 
 

Μπνξνχκε δειαδή λα πνχκε φηη νη ξεηνί αξηζκνί 
απνηεινχληαη απφ ηνπο δεθαδηθνχο θαη ηνπο 
πεξηνδηθνχο δεθαδηθνχο αξηζκνχο. 

1 
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Τπάξρνπλ φκσο θαη αξηζκνί, φπσο νη     ,     , π, θηι.,  
 

πνπ δελ κπνξνχλ λα πάξνπλ ηε κνξθή      , φπνπ α, β  
 

αθέξαηνη, κε β ≠ 0 (ή, κε άιια ιφγηα, δελ κπνξνχλ λα 
γξαθνχλ νχηε σο δεθαδηθνί νχηε σο πεξηνδηθνί 

δεθαδηθνί). Οη αξηζκνί απηνί ιέγνληαη άξξεηνη αξηζκνί. 
 

Πξάμεηο 
΢ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο νξίζηεθαλ νη πξάμεηο ηεο 
πξφζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ θαη, κε ηε 
βνήζεηά ηνπο, ε αθαίξεζε θαη ε δηαίξεζε.  
 Γηα ηελ πξφζζεζε θαη ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ ηζρχνπλ 
νη ηδηφηεηεο πνπ αλαθέξνληαη ζηνλ επφκελν πίλαθα, νη 
νπνίεο θαη απνηεινχλ ηε βάζε ηνπ αιγεβξηθνχ 
ινγηζκνχ. 
 

Ηδηόηεηα Ξξόζζεζε Ξνιιαπιαζηαζκόο 

Αληηκεηαζεηηθή α + β = 
= β + α 

αβ = βα 

Ξξνζεηαηξηζηηθή α + (β + γ) = 
= (α + β) + γ 

α(βγ) = (αβ)γ 

Νπδέηεξν Πηνηρείν α + 0 = α α  1 = α 

Αληίζεηνο/ Αληί-
ζηξνθνο Αξηζκνύ 

α + (-α) = 0 
 

Δπηκεξηζηηθή α (β + γ) = αβ + αγ 

 

΢ηνλ πίλαθα απηφλ, αιιά θαη ζηε ζπλέρεηα ηνπ βηβιίνπ, 
ηα γξάκκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη παξηζηά-λνπλ 
νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο, εθηφο αλ 
δειψλεηαη δηαθνξεηηθά. 

Ο αξηζκφο 0 ιέγεηαη θαη νπδέηεξν ζηνηρείν ηεο 
πξόζζεζεο, δηφηη πξνζηηζέκελνο ζε νπνηνλδήπνηε 
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αξηζκφ δελ ηνλ κεηαβάιιεη. Δπίζεο ν αξηζκφο 1 ιέγεηαη 

θαη νπδέηεξν ζηνηρείν ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ, δηφηη 
νπνηνζδήπνηε αξηζκφο πνιιαπιαζηαδφκελνο κε απηφλ 
δελ κεηαβάιιεηαη. 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
Ζ αληηκεηαζεηηθή θαη ε πξνζεηαηξηζηηθή ηδηφηεηα ηεο 
πξφζζεζεο έρνπλ σο ζπλέπεηα, θάζε άζξνηζκα κε 
πεξηζζφηεξνπο απφ δπν πξνζζεηένπο, λα ηζνχηαη κε 
νπνηνδήπνηε άιιν άζξνηζκα πνπ ζρεκαηίδεηαη απφ 
ηνπο ίδηνπο αξηζκνχο κε νπνηαδήπνηε ζεηξά θαη αλ ηνπο 
πάξνπκε. Γηα παξάδεηγκα, 
 

-3 + 2 +     + 3 -     + 5 - 2 = -3 + 3 + 2 - 2 + 5 +     -     = 5. 
 

Οκνίσο, έλα γηλφκελν κε πεξηζζφηεξνπο απφ δπν 
παξάγνληεο ηζνχηαη κε νπνηνδήπνηε άιιν γηλφκελν 
πνπ κπνξεί λα ζρεκαηηζζεί απφ ηνπο ίδηνπο αξηζκνχο 
κε νπνηαδήπνηε ζεηξά θαη αλ ηνπο πάξνπκε. Γηα 
παξάδεηγκα, 

 
 
 

(Ζ απφδεημε ησλ παξαπάλσ ηζρπξηζκψλ είλαη αξθεηά 
πνιχπινθε θαη παξαιείπεηαη). 
 Ζ αθαίξεζε θαη ε δηαίξεζε νξίδνληαη κε ηε βνήζεηα 
ηεο πξφζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ αληηζηνίρσο 
σο εμήο: 

α - β = α + (-β)  θαη                                   (β ≠ 0) 
 
Γειαδή: 
Γηα λα βξνχκε ηε δηαθνξά α - β , πξνζζέηνπκε ζην 
κεησηέν ηνλ αληίζεην ηνπ αθαηξεηένπ, ελψ γηα λα  
 

βξνχκε ην πειίθν      , κε β ≠ 0, πνιιαπιαζηάδνπκε ην  
 

δηαηξεηέν κε ηνλ αληίζηξνθν ηνπ δηαηξέηε. 
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ΠΖΚΔΗΥΠΖ 
Δπεηδή δηαίξεζε κε δηαηξέηε ην κεδέλ δελ νξίδεηαη,  
 

φπνπ ζην εμήο ζπλαληάκε ην πειίθν      , ελλνείηαη  
 

φηη β ≠ 0 θαη δελ ζα ηνλίδεηαη ηδηαίηεξα. 
 Γηα ηηο ηέζζεξηο πξάμεηο θαη ηελ ηζφηεηα ηζρχνπλ θαη 
νη αθφινπζεο ηδηφηεηεο πνπ είλαη γλσζηέο απφ ην 
Γπκλάζην: 
 

1. 
 

 (α = β θαη γ = δ )      α + γ = β + δ 
 

δειαδή, δπν ηζφηεηεο κπνξνχκε λα ηηο πξνζζέζνπκε 
θαηά κέιε. 

2. 
 

(α = β θαη γ = δ)       αγ = βδ 
 

δειαδή, δπν ηζφηεηεο κπνξνχκε λα ηηο 
πνιιαπιαζηάζνπκε θαηά κέιε. 

3. 
 

α = β       α + γ = β + γ 
 

δειαδή, κπνξνχκε θαη ζηα δπν κέιε κηαο ηζφηεηαο λα 
πξνζζέζνπκε ή λα αθαηξέζνπκε ηνλ ίδην αξηζκφ. 

4. 
 

Αλ γ ≠ 0, ηφηε: α = β       αγ = βγ 
 

δειαδή, κπνξνχκε θαη ηα δπν κέιε κηαο ηζφηεηαο λα ηα 
πνιιαπιαζηάζνπκε ή λα ηα δηαηξέζνπκε κε ηνλ ίδην κε 
κεδεληθφ αξηζκφ. 

5. 

α  β = 0        α = 0 ή β = 0 
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δειαδή, ην γηλφκελν δχν πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ είλαη 
ίζν κε ην κεδέλ, αλ θαη κφλν αλ έλαο ηνπιάρηζηνλ απφ 
ηνπο αξηζκνχο είλαη ίζνο κε ην κεδέλ. 
Άκεζε ζπλέπεηα ηεο ηδηφηεηαο απηήο είλαη ε αθφινπζε: 
 

α  β ≠ 0       α ≠ 0 θαη β ≠ 0 
 

 

ΠΣΝΙΗΝ 
΋ηαλ απφ ηελ ηζφηεηα α + γ = β + γ ή απφ ηελ ηζφηεηα  
α  γ = β  γ κεηαβαίλνπκε ζηελ ηζφηεηα α = β, ηφηε ιέκε 

φηη δηαγξάθνπκε ηνλ ίδην πξνζζεηέν ή ηνλ ίδην 
παξάγνληα αληηζηνίρσο. ΋κσο ζηελ πεξίπησζε πνπ 
δηαγξάθνπκε ηνλ ίδην παξάγνληα πξέπεη λα ειέγρνπκε 
κήπσο ν παξάγνληαο απηφο είλαη ίζνο κε κεδέλ, νπφηε 
ελδέρεηαη λα νδεγεζνχκε ζε ιάζνο, φπσο ζπκβαίλεη 
ζην αθφινπζν παξάδεηγκα. 
Έζησ α = 1. Σφηε έρνπκε δηαδνρηθά: 
 α = 1 
 α  α = α  1 

 α
2
 = α 

 α
2
 - 1 = α -1 

 (α + 1)(α - 1) = (α - 1)  1 
 α + 1 = 1 
 α = 0 
 

΋κσο έρνπκε θαη α = 1, νπφηε ην 1 ζα είλαη ίζν κε ην 0. 
Οδεγεζήθακε ζην ιαλζαζκέλν απηφ ζπκπέξαζκα, δηφηη 
ζηελ ηζφηεηα (α + 1)(α - 1) = (α - 1)  1 δηαγξάςακε ηνλ 
παξάγνληα (α - 1) ν νπνίνο, ιφγσ ηεο ππφζεζεο, ήηαλ 
ίζνο κε κεδέλ. 
 

Γπλάκεηο 
Δίλαη γλσζηή απφ ην Γπκλάζην ε έλλνηα ηεο δχλακεο 
αξηζκνχ κε εθζέηε αθέξαην. ΢πγθεθξηκέλα, αλ ν α είλαη 
πξαγκαηηθφο αξηζκφο θαη ν λ θπζηθφο, έρνπκε νξίζεη 
φηη: 
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α
λ
 = α  α  α - α,         γηα λ > 1 θαη 

 

λ παξάγνληεο 
 

α
1
 = α,  γηα λ = 1. 

 

Αλ επηπιένλ είλαη α ≠ 0, ηφηε νξίζακε φηη: 
 

α
0
 = 1      θαη 

 

ΠΣΝΙΗΝ 

Δλψ είλαη θαλεξφ φηη, αλ α = β, ηφηε α
λ
 = β

λ
, δελ ηζρχεη 

ην αληίζηξνθν, αθνχ γηα παξάδεηγκα είλαη (-2)
2
 = 2

2
, 

αιιά -2 ≠ 2. 
 
΢ηνλ επφκελν πίλαθα ζπλνςίδνληαη νη ηδηφηεηεο ησλ 
δπλάκεσλ κε εθζέηε αθέξαην, κε ηελ πξνυπφζεζε φηη 
θάζε θνξά νξίδνληαη νη δπλάκεηο θαη νη πξάμεηο πνπ 
ζεκεηψλνληαη. 
 

 

α
θ
  α

ι
 = α

θ+ι 

 
 
 

α
θ
  β

θ
 = (αβ)

θ
 

 
(α

θ
)
ι
 = α

θι
 

 

 

Αμηνζεκείσηεο ηαπηφηεηεο 
Ζ έλλνηα ηεο ηαπηφηεηαο είλαη γλσζηή απφ ην 
Γπκλάζην. ΢πγθεθξηκέλα, θάζε ηζφηεηα πνπ πεξηέρεη 
κεηαβιεηέο θαη επαιεζεχεηαη γηα φιεο ηηο ηηκέο ησλ 

κεηαβιεηψλ απηψλ ιέγεηαη ηαπηόηεηα. 
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΢ηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί αλαθέξνληαη νη γλσζηέο 
καο πην αμηνζεκείσηεο ηαπηφηεηεο: 
 

(α + β )
2
 = α

2
 + 2αβ + β

2
 

(α - β)
2
 = α

2
 - 2αβ + β

2
 

α
2
 - β

2
 = ( α + β )  ( α - β ) 

(α + β )
3
 = α

3
 + 3α

2
 β + 3αβ

2
 + β

3
 

(α - β)
3
 = α

3
 - 3α

2
β + 3αβ

2
 - β

3
 

α
3
 + β

3
 =(α + β )  (α

2
 - αβ + β

2
) 

α
3
 - β

3
 =( α - β )  ( α

2
 + αβ + β

2
) 

(α + β + γ )
2
 = α

2
 + β

2
 + γ

2
 + 2αβ - 2βγ + 2γα 

 

Μέζνδνη απφδεημεο  
 

1ε) Δπζεία Απφδεημε 
 

Έζησ φηη γηα ηξεηο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο α, β θαη γ 
ηζρχεη ε ζπλζήθε α + β + γ = 0 θαη ζέινπκε λα 

απνδείμνπκε φηη α
3
 + β

3
 + γ

3
 = 3αβγ, δειαδή έζησ φηη 

ζέινπκε λα απνδείμνπκε ηε ζπλεπαγσγή: 

«Αλ α + β + γ = 0, ηφηε α
3
 + β

3
 + γ

3
 = 3αβγ». 

Δπεηδή α + β + γ = 0, είλαη α = -(β + γ) , νπφηε ζα έρνπκε: 

α
3
 + β

3
 + γ

3
 = [-(β + γ)]

3
 + β

3
 + γ

3
 

= -(β + γ )
3
 + β

3
 + γ

3
 

= -β
3
 - 3β

2
γ - 3βγ

2
 - γ

3
 + β

3
 + γ

3
 

= - 3β
2
γ - 3βγ

2
 

= -3βγ(β + γ) 
= 3αβγ,     (αθνχ β + γ = -α). 

 
Γηα ηελ απφδεημε ηεο παξαπάλσ ζπλεπαγσγήο μεθηλή-
ζακε κε ηελ ππφζεζε α + β + γ = 0 θαη κε  δηαδνρηθά βή-

καηα θαηαιήμακε ζην ζπκπέξαζκα α
3
 + β

3
 + γ

3
 = 3αβγ. 

Μηα ηέηνηα δηαδηθαζία ιέγεηαη επζεία απόδεημε. 
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ΠΣΝΙΗΑ 
1ν) Δπζεία απφδεημε ρξεζηκνπνηήζακε θαη ζην Γπκλά-

ζην γηα ηελ απφδεημε ησλ γλσζηψλ καο ηαπηνηήησλ. 
Γηα παξάδεηγκα, γηα ηελ απφδεημε ηεο ηαπηφηεηαο   

(α + β )
2
 = α

2
 + 2αβ + β

2
, κε α,β     R, έρνπκε δηαδνρηθά: 

(α + β)
2
 = (α + β)(α + β)  [Οξηζκφο δχλακεο] 

= α (α + β) + β (α + β)  [Δπηκεξηζηηθή ηδηφηεηα ] 

= α
2
 + αβ + βα + β

2
  [Δπηκεξηζηηθή ηδηφηεηα ] 

= α
2
 + 2αβ + β

2
  [Αλαγσγή φκνησλ φξσλ] 

 

2ν) Γηα λα απνδείμνπκε φηη έλαο ηζρπξηζκφο είλαη αιε-
ζήο, κεξηθέο θνξέο κε δηαδνρηθνχο κεηαζρεκαηη-
ζκνχο θαηαιήγνπκε ζε έλαλ ινγηθά ηζνδχλακν 

ηζρπξηζκφ πνπ είλαη αιεζήο. Έηζη ζπκπεξαίλνπκε 
φηη θαη ν αξρηθφο ηζρπξηζκφο είλαη αιεζήο. 

 

Γηα παξάδεηγκα, έζησ φηη γηα ηνπο πξαγκαηηθνχο 
αξηζκνχο α, β, x, y ζέινπκε λα απνδείμνπκε ηελ 
ηαπηφηεηα: 

(α
2

 + β
2
)(x

2
 + y

2
) = (αx + βy)

2
 + (y - βx)

2
  

 

Έρνπκε δηαδνρηθά: 

(α
2
 + β

2
)( x

2
 + y

2
) = (αx + βy)

2
 + (αy - βx)

2
  

α
2
x

2
 + α

2
y

2
 + β

2
x

2
 + β

2
y

2
 =  

= α
2
x

2
 + 2αβxy + β

2
y

2
 + α

2
y

2
 - 2αβxy  + β

2
x

2
         

α
2
x

2
 + α

2
y

2
 + β

2
x

2
 + β

2
y

2
 = α

2
x

2
 + α

2
y

2
 + β

2
x

2
 + β

2
y

2
,   

πνπ ηζρχεη. 
 

3ν) Γηα λα απνδείμνπκε φηη έλαο ηζρπξηζκφο δελ είλαη 
πάληα αιεζήο, αξθεί λα βξνχκε έλα παξάδεηγκα 
γηα ην νπνίν ν ζπγθεθξηκέλνο ηζρπξηζκφο δελ 

ηζρχεη ή, φπσο ιέκε, αξθεί λα βξνχκε έλα 

αληηπαξάδεηγκα. Έηζη ν ηζρπξηζκφο 

«γηα θάζε α > 0 ηζρχεη α
2
 > α» 
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δελ είλαη αιεζήο, αθνχ γηα             έρνπκε               , 

δειαδή α
2
 < α . 

 

2ε) Κέζνδνο ηεο Απαγσγήο ζε Άηνπν 
 

 

Έζησ φηη ζέινπκε λα απνδείμνπκε ηνλ ηζρπξηζκφ: 
«Αλ ην ηεηξάγσλν ελφο αθεξαίνπ αξηζκνχ είλαη άξηηνο, 
ηφηε θαη ν αξηζκφο απηφο είλαη άξηηνο», δειαδή 

«Αλ ν α
2
 είλαη άξηηνο αξηζκόο, ηόηε θαη ν α είλαη 

άξηηνο αξηζκόο» 
Γηα ηελ απφδεημε ηνπ ηζρπξηζκνχ απηνχ ζθεπηφκαζηε 
σο εμήο: 
Έζησ φηη ν α δελ είλαη άξηηνο. Σφηε ν α ζα είλαη 
πεξηηηφο, δειαδή ζα έρεη ηε κνξθή α = 2θ + 1, φπνπ θ 
αθέξαηνο, νπφηε ζα έρνπκε: 

α
2
 = ( 2θ + 1)

2
 

= 4θ
2
 + 4θ + 1 

=2(2θ
2
 + 2θ) + 1 

= 2ι + 1  (φπνπ ι = 2θ
2
 + 2θ). 

 

Γειαδή α
2
 = 2ι + 1, ι     Ε, πνπ ζεκαίλεη φηη ν α

2
 είλαη 

πεξηηηφο. Απηφ φκσο έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ηελ ππφ-

ζεζε φηη ν α
2
 είλαη άξηηνο. Δπνκέλσο, ε παξαδνρή φηη α 

δελ είλαη άξηηνο είλαη ιαλζαζκέλε. Άξα ν α είλαη άξηηνο. 
 

΢ηελ παξαπάλσ απφδεημε ππνζέζακε φηη δελ ηζρχεη 
απηφ πνπ ζέιακε λα απνδείμνπκε θαη ρξεζηκνπνηψληαο 
αιεζείο πξνηάζεηο θζάζακε ζε έλα ζπκπέξαζκα πνπ 
έξρεηαη ζε αληίζεζε κε απηφ πνπ γλσξίδνπκε φηη ηζρχεη. 

Οδεγεζήθακε φπσο ιέκε ζε άηνπν. 
Ζ κέζνδνο απηή απφδεημεο ρξεζηκνπνηήζεθε γηα πξψηε 

θνξά απφ ηνπο Αξραίνπο Έιιελεο θαη ιέγεηαη απαγσγή 
ζε άηνπν. 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α = 
 1 

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α
2
 = 

 1 

4
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M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 = 

 γ 

δ
 = λ , 

ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

1ε Λα απνδεηρζνύλ νη εμήο ηδηόηεηεο ησλ αλαινγηώλ: 
                                      

 (εθφζνλ βδ ≠ 0) 
 
 

 (εθφζνλ βγδ ≠ 0) 
 

 
 (εθφζνλ βδ ≠ 0)  
 

 
 

 (εθφζνλ βδ(β + δ) ≠ 0) 

 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
 

i)  Γηα βδ ≠ 0 έρνπκε: 

 
 
ii)  Γηα βγδ ≠ 0 έρνπκε: 

 

 
iii) Γηα βδ ≠ 0 έρνπκε: 

 
 
 

iλ) Γηα βδ (β + δ) ≠ 0, αλ ζέζνπκε                       έρνπκε:  
 

α = ιβ θαη γ = ιδ, νπφηε α + γ = ι(β + δ).  
 

Δπνκέλσο,                   δειαδή  

 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) 
 α 

β
 = 

 γ 

δ
      αδ = βγ 

M at h Com poser  1. 1. 5
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ii) 
 α 

β
 = 

 γ 

δ
      

 α 

γ
 = 

 β 

δ
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iii) 
 α 

β
 = 

 γ 

δ
      

 α + β 

β
 = 

 γ + δ 

δ
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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iv) 
 α 

β
 = 

 γ 

δ
      

 α 

β
 = 

 γ 

δ
 = 

α + γ

β + δ

M at h Com poser  1. 1. 5
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 α 

β
 = 

 γ 

δ
      βδ   

 α 

β
 = βδ   

 γ 

δ
 αδ = βγ  

M at h Com poser  1. 1. 5
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 α 

β
 = 

 γ 

δ
      αδ = βγ      

 αδ 

γδ
 = 
βγ

γδ
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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 α 

γ
  = 

 β 

δ

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

λ = 
α + γ

β + δ
 , 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 = 

 γ 

δ
 = 

α + γ

β + δ
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α + β

β
 = 
γ + δ

δ
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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 α 

β
 = 

 γ 

δ
      

 α 

β
 + 1 = 

 γ 

δ
 + 1
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2ε Λα απνδεηρζεί όηη ν αξηζκόο      είλαη άξξεηνο. Πηε 
ζπλέρεηα, κε ηε ρξήζε ηνπ θαλόλα θαη ηνπ δηαβή-
ηε, λα παξαζηαζνύλ νη      θαη        ζηνλ άμνλα ησλ 
πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 

 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
 

Έζησ φηη ν      είλαη ξεηφο. Σφηε κπνξνχκε λα γξάςνπκε              
 

φπνπ θ, ι είλαη θπζηθνί αξηζκνί θαη  
 

αλάγσγν θιάζκα (δειαδή θιάζκα ζην νπνίν έρνπλ 
γίλεη φιεο νη δπλαηέο απινπνηήζεηο). Σφηε έρνπκε 
δηαδνρηθά: 

 
 
 
 
 
πνπ ζεκαίλεη φηη ν θ

2
 είλαη άξηηνο, νπφηε (ζει. 31) θαη ν 

θ είλαη άξηηνο, δειαδή είλαη ηεο κνξθήο θ = 2κ.  
Σφηε έρνπκε δηαδνρηθά: 

 θ
2
 = 2ι

2
  

 (2κ)
2
 = 2ι

2
  

 4κ
2
 = 2ι

2
 

 ι
2 

= 2κ
2
 

Πνπ ζεκαίλεη φηη ν ι
2
 είλαη άξηηνο, άξα θαη ν ι είλαη 

άξηηνο. 
 

Αθνχ ινηπφλ νη θ, ι είλαη άξηηνη, ην θιάζκα        δελ 
είλαη αλάγσγν (άηνπν).

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 2
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ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2 = 
 κ 

λ
 ,

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 κ 

λ
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

( )2
2
 = 

 κ 

λ

2

M at h Com poser  1. 1. 5
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2 = 
 κ

2
 

λ
2
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κ
2
 = 2λ

2
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 κ 

λ
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΢ην ζεκείν Α ηνπ πξαγκαηηθνχ άμνλα πνπ παξηζηάλεη 
ηνλ αξηζκφ 1 πςψλνπκε θάζεην ηκήκα ΑΒ κε κήθνο 1. 
Σφηε ε ππνηείλνπζα ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ ΟΑΒ 
έρεη κήθνο ίζν κε      . ΢ηε ζπλέρεηα κε θέληξν ην Ο θαη 
αθηίλα ΟΒ =        γξάθνπκε θχθιν ν νπνίνο ηέκλεη ηνλ 
άμνλα x΄x ζηα ζεκεία Μ θαη M΄ πνπ παξηζηάλνπλ ηνπο 
αξηζκνχο      θαη       αληηζηνίρσο. 

 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2

M at h Com poser  1. 1. 5
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- 2

C 

B 

x x΄ O(0) A(1) Α΄(-1) 

M at h Com poser  1. 1. 5
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M( 2)
M at h Com poser  1. 1. 5
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M΄(- 2)
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 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 
 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Γίλεηαη ε παξάζηαζε  
 

i)  Να δείμεηε φηη Α = x
9
  y

9
 

ii) Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο γηα x = 2010  
 

θαη 
 

2. Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο 
                                     
                                               γηα x = 0,4 θαη y = - 2,5. 
 

 
3. Να ππνινγίζεηε ηηο παξαζηάζεηο : 
 

i)   1001
2
 - 999

2
     ii) 99  101 

 

4.  i) Να δείμεηε φηη (α + β)
2
 - (α - β)

2
 = 4αβ . 

ii) Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 
 

 
 

5.  i) Να απνδείμεηε φηη α
2
 - (α - 1)(α + 1)= 1. 

ii) Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 

(1,3265)
2
 - 0,3265  2,3265. 

 
6. Να δείμεηε φηη ε δηαθνξά ησλ ηεηξαγψλσλ δπν 

δηαδνρηθψλ θπζηθψλ αξηζκψλ (ηνπ κηθξφηεξνπ απφ 
ηνπ κεγαιχηεξνπ) ηζνχηαη κε ην άζξνηζκά ηνπο. 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

y = 
1

2010
 .

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 

       

(x
2
y

3
)
-2

   (xy
3
)
4

          

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
3

y
-1

-3

A =  : 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 

       

(xy
-1

) : (x
3
y

7
)
-1

       

2

A = 
2 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

iii) 
(7,23)

2
 - (4,23)

2

11,46

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

999

1000
 + 

1000

999

2

 - 
999

1000
 - 

1000

999

2
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7. Αλ λ θπζηθφο αξηζκφο, λα δείμεηε φηη ν αξηζκφο         

2
λ
 + 2

λ+1
 + 2

λ+2
 είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 7. 

 

Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να απινπνηήζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 
 
 
 
 

2. Να απινπνηήζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 
 
 
 

 

3. Να απινπνηήζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 
 

 

i)  (x + y)
2
  (x

-1
 + y

-1
)
-2

 

 
 

4. Να δείμεηε φηη    
 

5. Έζησ α, β θαη γ ηα κήθε ησλ πιεπξψλ ελφο ηξηγψλνπ 
ΑΒΓ. Να δείμεηε φηη ην ηξίγσλν είλαη ηζφπιεπξν ζε 
θαζεκηά απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο: 

 

ii) Αλ α - β = β - γ = γ - α . 
 

6. Να δείμεηε φηη, αλ έλα νξζνγψλην έρεη πεξίκεηξν  

L = 4α θαη εκβαδφλ  E = α
2
, ηφηε ην νξζνγψλην απηφ  

είλαη ηεηξάγσλν κε πιεπξά ίζε κε α. 
 

7. Να δείμεηε φηη: 

i) Αλ α ξεηφο θαη β άξξεηνο, ηφηε α + β άξξεηνο. 

ii) Αλ α ξεηφο, κε α ≠ 0, θαη β άξξεηνο, ηφηε α  β  
άξξεηνο. 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α
3
 - 2α

2
 + α

α
2
 - α

i) 
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ii) 
α

2
 - α  + 2α - 2

α
2
 - 1
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α - 
 1 

α

2

   
α

3
 + α

2

(α + 1)
3

 i) 
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α
2
 + α + 1

α + 1
   
α

2
 - 1

α
3
 - 1

ii)  
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ii) 
x + y

x - y
   

x
-1

- y
-1

x
-2

 - y
-2

 
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x
3
+ y

3

x
2
- y

2
 : 

x
2

x - y
 - y  = 1
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i) Αν 
 α 

β
 = 

 β 

γ
 = 

 γ 

α
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1.2 ΓΗΑΣΑΞΖ ΠΡΑΓΜΑΣΗΚΧΝ  ΑΡΗΘΜΧΝ 

 
Έλλνηα ηεο δηάηαμεο 
Οη έλλνηεο «κεγαιχηεξνο απφ», «κηθξφηεξνο απφ», πνπ 
είλαη γλσζηέο απφ ην Γπκλάζην, νξίζηεθαλ σο εμήο: 
 

ΟΡΗ΢ΜΟ΢ 
 

Έλαο αξηζκφο α ιέκε φηη είλαη κεγαιύηεξνο απφ έλαλ  

αξηζκφ β, θαη γξάθνπκε α > β, φηαλ ε δηαθνξά α - β  
είλαη ζεηηθφο αξηζκφο. 

 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε επίζεο φηη ν β είλαη 

κηθξόηεξνο ηνπ α θαη γξάθνπκε β < α 
Απφ ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ πξνθχπηεη ακέζσο φηη: 
 Κάζε ζεηηθφο αξηζκφο είλαη κεγαιχηεξνο απφ ην 

κεδέλ. 
 Κάζε αξλεηηθφο αξηζκφο είλαη κηθξφηεξνο απφ ην 

κεδέλ. 
Έηζη ν αξρηθφο νξηζκφο γξάθεηαη ηζνδχλακα: 
 

α > β         α - β > 0 
 

Γεσκεηξηθά ε αληζφηεηα α > β ζεκαίλεη φηη, πάλσ ζηνλ 
άμνλα ησλ πξαγκαηηθψλ ν αξηζκφο α είλαη δεμηφηεξα 
απφ ηνλ β . 

 
 
 

Αλ γηα ηνπο αξηζκνχο α θαη β ηζρχεη α > β ή α = β , ηφηε 

γξάθνπκε α > β θαη δηαβάδνπκε: «α κεγαιύηεξνο ή ίζνο 
ηνπ β». 
Απφ ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν γίλνληαη νη πξάμεηο ηεο 
πξφζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ, πξνθχπηεη φηη: 
 

β α 

0 1 2 3 -4 x -3 -2 -1 4 x΄ 
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(α > 0 θαη β > 0)       α + β > 0 
(α < 0 θαη β < 0)       α + β < 0 

 

 

α, β νκφζεκνη      α  β > 0  
 
α, β εηεξφζεκνη      α  β < 0 
 

 

α
2
 ≥ 0,  γηα θάζε α     R 

(Ζ ηζφηεηα ηζρχεη κφλν φηαλ α = 0) 

 
Απφ ηελ ηειεπηαία εχθνια πξνθχπηνπλ θαη νη 
ηζνδπλακίεο: 
 

α
2
 + β

2
 = 0       α = 0 θαη β = 0 

α
2
 + β

2
 > 0       α ≠ 0 ή β ≠ 0 

 

Ηδηφηεηεο ησλ αληζνηήησλ 
 

΢ηεξηδφκελνη ζηελ ηζνδπλακία α > β      α - β > 0, 
κπνξνχκε λα απνδείμνπκε ηηο παξαθάησ ηδηφηεηεο ησλ 
αληζνηήησλ: 
 
 

(α > β θαη β > γ)      α > γ 

 
 

 α > β       α + γ > β + γ 
 

 Αλ γ > 0, ηφηε: α > β      α  γ > β  γ 
 

 Αλ γ < 0, ηφηε: α > β      α  γ < β  γ 
 

 (α > β θαη γ > δ )      α + γ > β + δ 

 Γηα ζεηηθνύο αξηζκνχο α, β, γ, δ  
ηζρχεη ε ζπλεπαγσγή: 
(α > β θαη γ > δ )      α  γ > β  δ 

 
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Ζ ηδηφηεηα 3. ηζρχεη θαη γηα πεξηζζφηεξεο αληζφηεηεο. 
΢πγθεθξηκέλα: 
 

 (α1 > β1 θαη α2 > β2 θαη … θαη αλ > βλ)  

α1 + α2 +... + αλ > β1 + β2 + ... + βλ     
 

 Αλ, επηπιένλ, ηα κέιε ησλ αληζνηήησλ είλαη ζεηηθνί 
αξηζκνί, ηφηε: 

 

 (α1 > β1 θαη α2 > β2 θαη … θαη αλ > βλ)  

α1  α2  ...  αλ > β1  β2  ...  βλ   (*) 
 

΢ηε ζπλέρεηα ζα απνδείμνπκε θαη ηελ παξαθάησ 
ηδηφηεηα. 
 

Γηα ζεηηθνχο αξηζκνχο α, β θαη ζεηηθφ 
αθέξαην λ ηζρχεη ε ηζνδπλακία: 

α > β       α
λ
 > β

λ
 

 

ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
 Έζησ α > β . Σφηε, απφ ηε (*), γηα 

α1 = α2 = ... = αλ = α > 0    θαη    β1 = β2 = ... = βλ = β > 0, 

πξνθχπηεη φηη: α
λ
 > β

λ
. 

 Γηα ηελ απφδεημε ηνπ αληηζηξφθνπ ζα 
ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν ηεο απαγσγήο ζε 

άηνπν. Έζησ ινηπφλ φηη α
λ
 > β

λ
 θαη α < β. Σφηε: 

 αλ ήηαλ α = β , απφ ηνλ νξηζκφ ηεο ηζφηεηαο ζα 

είρακε α
λ
 = β

λ
 (άηνπν), ελψ  

 αλ ήηαλ α < β , ζα είρακε α
λ
 < β

λ
  (άηνπν).  

Άξα, α > β . 
Με ηε βνήζεηα ηεο παξαπάλσ ηδηφηεηαο ζα απνδείμνπκε 
ηψξα φηη: 

Γηα ζεηηθνύο αξηζκνύο α, β θαη ζεηηθό αθέξαην λ 
ηζρύεη ε ηζνδπλακία: 

α = β      α
λ
 = β

λ
 

4. 
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ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
 Έζησ α = β . Σφηε, απφ ηνλ νξηζκφ ηεο ηζφηεηαο πξν-

θχπηεη, φπσο είπακε θαη πξνεγνπκέλσο, φηη α
λ 

= β
λ
. 

 Γηα ηελ απφδεημε ηνπ αληηζηξφθνπ ζα 
ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν ηεο απαγσγήο ζε 

άηνπν. Έζησ ινηπφλ φηη α
λ
 = β

λ
 θαη α ≠ β . Σφηε: 

 αλ ήηαλ α > β , ιφγσ ηεο (4), ζα είρακε α
λ
 > β

λ
 

(άηνπν), ελψ 

 αλ ήηαλ α < β, ιφγσ ηεο (4), ζα είρακε α
λ
 < β

λ
 (άηνπν).  

Άξα, α = β. 
 

ΠΣΝΙΗΑ 
1ν ΢χκθσλα κε ηελ ηδηφηεηα 3, αλ δπν αληζφηεηεο ηεο 

ίδηαο θνξάο ηηο πξνζζέζνπκε θαηά κέιε, πξνθχπηεη 
αληζφηεηα ηεο ίδηαο θνξάο. Γελ ζπκβαίλεη φκσο ην 
ίδην κε ηελ αθαίξεζε. Γηα παξάδεηγκα, είλαη 10 > 6 
θαη 7 > 2, αιιά 10 - 7 < 6 - 2 . 

 

2o Δπίζεο, ζχκθσλα κε ηελ ηδηφηεηα 3, αλ δπν 
αληζφηεηεο ηεο ίδηαο θνξάο κε ζεηηθνχο, φκσο, 
φξνπο ηηο πνιιαπιαζηάζνπκε θαηά κέιε, πξνθχπηεη 
αληζφηεηα ηεο ίδηαο θνξάο. Γελ ζπκβαίλεη φκσο ην 
ίδην κε ηε δηαίξεζε. Γηα παξάδεηγκα, είλαη 24 > 10 θαη  

 

6 > 2, αιιά  

 
Γηαζηήκαηα 
Σν ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ x κε α ≤ x ≤ β 

ιέγεηαη θιεηζηό δηάζηεκα από α κέρξη β θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε [α, β]. 
Αλ ηψξα απφ ην θιεηζηφ δηάζηεκα [α, β] παξαιείςνπκε 

ηα α θαη β πξνθχπηεη ην αληίζηνηρν αλνηθηό δηάζηεκα 
από ην α κέρξη β πνπ ζπκβνιίδεηαη κε (α, β) . 
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Οη αξηζκνί α θαη β ιέγνληαη άθξα ησλ δηαζηεκάησλ 

απηψλ θαη θάζε αξηζκφο κεηαμχ ησλ α θαη β ιέγεηαη 

εζσηεξηθό ζεκείν απηψλ. 
Ζ δηαθνξά δειαδή κεηαμχ ελφο θιεηζηνχ θαη ηνπ 
αληίζηνηρνπ αλνηθηνχ δηαζηήκαηνο είλαη φηη ην πξψην 
πεξηέρεη ηα άθξα ηνπ, ελψ ην δεχηεξν δελ ηα πεξηέρεη. 
Άιιεο κνξθέο δηαζηεκάησλ είλαη: 
 

 Σν αλνηθηό δεμηά δηάζηεκα [α, β) πνπ απνηειείηαη 
απφ ηνπο αξηζκνχο x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη  

α ≤ x ≤ β θαη 
 

 Σν αλνηθηό αξηζηεξά δηάζηεκα (α, β] πνπ απνηειεί-
ηαη απφ ηνπο αξηζκνχο κε x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη   

α < x ≤ β . 
 

Σέινο, ππφ κνξθή δηαζηήκαηνο, 
 

 Σν ζχλνιν ησλ αξηζκψλ x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη  

α ≤ x ζπκβνιίδεηαη κε [α, +∞), ελψ 
 

 Σν ζχλνιν ησλ αξηζκψλ x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη  

x ≤ α ζπκβνιίδεηαη κε (-∞, α]. 
 
Με αλάινγν ηξφπν νξίδνληαη θαη ηα δηαζηήκαηα  

(α, +∞) θαη (-∞, α). Σα ζχκβνια +∞ θαη -∞, πνπ 

δηαβάδνληαη «ζπλ άπεηξν» θαη «πιελ άπεηξν» 
αληηζηνίρσο, δελ παξηζηάλνπλ πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο. 
 
΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα ζπλνςίδνληαη νη κνξθέο 
δηαζηεκάησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ θαη νη δηάθνξεο 
αλαπαξαζηάζεηο ηνπο: 
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ΓΗΑ΢ΣΖΜΑ ΑΝΗ΢ΟΣΖΣΑ ΢ΤΜΒΟΛΗ΢ΜΟ΢ 

 
 

α ≤ x ≤ β [α, β] 

 
 

α ≤ x ≤ β [α, β) 

 
 

α < x ≤ β (α, β] 

 
 

α < x ≤ β (α, β) 

 
 

x ≥ α [α, +∞) 

 
 

x > α (α, +∞) 

 
 

x ≤ α (-∞, α] 

 
 

x < α (-∞, α) 

 
 

ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

1ε Λα απνδεηρζεί όηη : 
i) Αλ α, β νκόζεκνη αξηζκνί, ηόηε  
 

ii) Γηα όινπο ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β 

ηζρύεη α
2
 + β

2
 ≥ 2αβ 

 

iii) Αλ α > 0, ηόηε  
 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

i) Αθνχ α, β είλαη νκφζεκνη αξηζκνί έρνπκε αβ > 0. Δπν- 
 

κέλσο ηζρχεη: 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α < β      
 1 

α
 > 

 1 

β

x
΄ 

x α β 

x
΄ 

x α β 

x
΄ 

x α β 

x
΄ 

x α β 

x
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x
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x
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x α 

x
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x α 
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ii) Έρνπκε: 

α
2
 + β

2
 ≥ 2αβ       α

2
 + β

2
 - 2αβ ≥ 0       (α - β)

2
 ≥ 0, πνπ 

ηζρχεη 

iii) Έρνπκε: 
 

α +       ≥ 2        α
2
 + 1 ≥ 2α       α

2
 +1 - 2α ≥ 0     (α - 1)

2
 ≥ 0,  

 

πνπ ηζρχεη. 
 

2ε Αλ                         θαη                        , λα απνδεηρζεί  
 

όηη:   -11 < 8x -12y + 3 < 17 
 

ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
Απφ ηελ αληζφηεηα                         έρνπκε δηαδνρηθά: 
 
 
 
 

 

               -4 < 8x < 6     (1) 
 
Οκνίσο απφ ηελ                         έρνπκε δηαδνρηθά:  
 

 
 

          - 8 < 12y < 10  
            8 > -12y > -10 
         -10 < -12y < 8     (2) 

 

Πξνζζέηνπκε ηψξα θαηά κέιε ηηο αληζφηεηεο (1) θαη (2), 
πνπ έρνπλ ηελ ίδηα θνξά, θαη έρνπκε: 

-14 < 8x -12y < 14, 
νπφηε ζα ηζρχεη: 

-14 + 3 < 8x -12y + 3 < 14 + 3 
Άξα 

-11 < 8x -12y + 3 < 17 
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ΑΠΘΖΠΔΗΠ 
 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να απνδείμεηε φηη: 
 

i) α
2
 + 9 ≥ 6α   ii) 2(α

2
 + β

2
) ≥ (α + β)

2
 

 

2. Να απνδείμεηε φηη α
2
 + β

2
 - 2α +1 ≥ 0. Πφηε ηζρχεη ε  

ηζφηεηα; 
 

3. Να βξείηε ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο x θαη y ζε  
θαζεκηά απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο: 

i) Αλ (x - 2)
2
 + (y + 1)

2
 = 0   

ii) Αλ x
2
 + y

2
 - 2x + 4y + 5 = 0 

 

4. Αλ 4,5 < x < 4,6 θαη 5,3 < y < 5,4, λα βξείηε ηα φξηα  
κεηαμχ ησλ νπνίσλ πεξηέρεηαη ε ηηκή θαζεκηάο απφ  
ηηο παξαζηάζεηο: 

 

i) x + y   ii) x - y   iii)         iv) x
2
 + y

2 

 

5. Σν πιάηνο x θαη ην κήθνο y ελφο νξζνγσλίνπ  
ηθαλνπνηνχλ ηηο αληζφηεηεο  2 < x < 3 θαη 3 < y < 5. Αλ  
απμήζνπκε ην πιάηνο θαηά 0,2 θαη ειαηηψζνπκε ην  
κήθνο θαηά 0,1, λα βξείηε ηηο δπλαηέο ηηκέο: 

i) ηεο πεξηκέηξνπ  

ii) ηνπ εκβαδνχ ηνπ λένπ νξζνγσλίνπ. 
 

6. Αλ 0 < α < β, λα δείμεηε φηη 
 

7. Να βξείηε ην ιάζνο ζηνπο παξαθάησ ζπιινγηζκνχο: 
Έζησ x > 5 . Σφηε έρνπκε δηαδνρηθά 

 x > 5 
 5x > 25 

 5x - x
2
 > 25 - x

2
 

 x(5 -x) > (5 + x)(5 -x) 
 x > 5 + x 
 0 > 5. 
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Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Γίλνληαη έλα θιάζκα      κε ζεηηθνχο φξνπο θαη έλαο  
 

ζεηηθφο αξηζκφο γ. Να απνδείμεηε φηη: 
 

i)   
 
 

ii)  
 
 

2. Αλ α > 1 > β , λα απνδείμεηε φηη α + β > 1 + αβ 
 

3. Αλ α, β ζεηηθνί αξηζκνί, λα δείμεηε φηη  
 

 

 
 
 
4. Να απνδείμεηε φηη: 

i) α
2
 + αβ + β

2
 ≥ 0         ii) α

2
 - αβ + β

2
 ≥ 0 
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1.3 ΑΠΟΛΤΣΖ ΣΗΜΖ ΠΡΑΓΜΑΣΗΚΟΤ ΑΡΗΘΜΟΤ 

 

Οξηζκφο ηεο απφιπηεο ηηκήο 
Θεσξνχκε έλαλ αξηζκφ α πνπ παξηζηάλεηαη κε ην 
ζεκείν Α πάλσ ζε έλαλ άμνλα. 

 
 
 
 
 
 
 
Γλσξίδνπκε απφ ην Γπκλάζην φηη ε απφζηαζε ηνπ 
ζεκείνπ Α απφ ηελ αξρή Ο, δειαδή ην κήθνο ηνπ 

επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ΟΑ, νλνκάδεηαη απόιπηε ηηκή 
ηνπ αξηζκνχ α θαη ηελ ζπκβνιίδεηαη κε |α|.  
 

Απφ ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν θαηαζθεπάζηεθε ν άμνλαο 
πξνθχπηεη φηη: 
 

 |2| = 2,                     , θαη                  γεληθά: |α| = α , γηα  
 

θάζε α > 0. 
Γειαδή: 

Ζ απόιπηε ηηκή ζεηηθνύ αξηζκνύ είλαη ν ίδηνο ν  
αξηζκόο. 

 

 |-2| = 2,                     θαη                  γεληθά |α| = -α , γηα  
 
θάζε α < 0. 
Γειαδή: 

|α| = α 

Ο(0) Α(α) 

x΄ x 

|α| = -α 

Ο(0) Α(α) 

x΄ x 
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Ζ απόιπηε ηηκή αξλεηηθνύ αξηζκνύ είλαη ν 
αληίζεηόο ηνπ. 

 

 |0| = 0 
Δπνκέλσο, έρνπκε ηνλ αθφινπζν αιγεβξηθφ νξηζκφ 
ηεο απφιπηεο ηηκήο πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ. 

 

ΝΟΗΠΚΝΠ  
 
 

Ζ απόιπηε ηηκή ελφο πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ α  
ζπκβνιίδεηαη κε |α| θαη νξίδεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

 
 
 
 

Απφ ηα πξνεγνχκελα ζπκπεξαίλνπκε ακέζσο φηη: 
 

 |α| = |-α| ≥ 0 
 |α| ≥ α θαη |α| ≥ -α 

 |α|
2
 = α

2
 

 
 

Αλ ζ > 0, ηφηε: 
 |x| = ζ       x = ζ  ή  x = -ζ 
 |x| = |α|      x = α ή x = -α 

 

Γηα παξάδεηγκα, 
 |x| = 5         x = 5  ή  x = -5 
 |α - β| = |2α - 3β|      α - β = 2α - 3β   ή  α - β = 3β - 2α 
 

α = 2β  ή  
 

Ηδηφηεηεο ησλ απφιπησλ ηηκψλ 
Απφ ηνλ ηξφπν εθηέιεζεο ησλ πξάμεσλ κεηαμχ 
πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, πξνθχπηνπλ γηα ηηο απφιπηεο 
ηηκέο νη αθφινπζεο ηδηφηεηεο: 
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1. |α  β| = |α|  |β| 
 

 
 
 

3. |α + β| ≤ |α| + |β| 

 

Οη ηδηφηεηεο απηέο, φκσο, κπνξνχλ λα απνδεηρζνχλ θαη 
κε ηε βνήζεηα ησλ πξνεγνχκελσλ ζπκπεξαζκάησλ. 
 

ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
1. Δπεηδή θαη ηα δχν κέιε ηεο ηζφηεηαο  |α  β| = |α|  |β| 

είλαη κε αξλεηηθνί αξηζκνί, έρνπκε δηαδνρηθά: 
 

|α  β| = |α|  |β|       |α  β|
2
 = (|α|  |β|)

2
 

|α  β|
2
 = |α|

2
  |β|

2
 

(α  β)
2
 = α

2
  β

2 
, πνπ ηζρχεη. 

 

2. Απνδεηθλχεηαη κε ηνλ ίδην ηξφπν. 
 

3. Δπεηδή θαη ηα δχν κέιε ηεο αληζφηεηαο  
|α + β| < |α| + |β| είλαη κε αξλεηηθνί αξηζκνί, έρνπκε 
δηαδνρηθά: 

|α+β| ≤ |α| + |β|      |α+β|
2
 ≤ (|α| + |β|)

2
       

(α + β)
2
 ≤ |α|

2
 + |β|

2
 + 2|α|  |β|  

α
2
 + β

2
 + 2αβ ≤ α

2
 + β

2
 + 2|αβ| 

αβ ≤ |αβ|, πνπ ηζρχεη.  
 

Δίλαη θαλεξφ φηη ε ηζφηεηα αβ = |αβ| ηζρχεη αλ θαη κφλν 
αλ αβ ≥ 0 , δειαδή αλ θαη κφλν αλ νη αξηζκνί  α θαη  β 
είλαη νκφζεκνη ή έλαο ηνπιάρηζηνλ απφ απηνχο είλαη 
ίζνο κε κεδέλ. 

ΠΣΝΙΗΝ 
 Ζ ηζφηεηα |α  β| = |α|  |β| ηζρχεη θαη γηα πεξηζζφηε-

ξνπο παξάγνληεο. ΢πγθεθξηκέλα: 
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|α1  α2  ...  αλ| = |α1|  |α2|  ...  |αλ| 

΢ηελ εηδηθή κάιηζηα πεξίπησζε πνπ είλαη  

α1 = α2 = ... = αλ = α, έρνπκε: 

|α
λ
| = |α|

λ 
 

 Ζ αληζφηεηα |α + β| ≤ |α| + |β| ηζρχεη θαη γηα 
πεξηζζφηεξνπο πξνζζεηένπο.  
΢πγθεθξηκέλα: 

|α1 + α2 + ... + αλ| ≤ |α1| + |α2| + ... + |αλ| 

 
Απφζηαζε δπν αξηζκψλ 
 Αο πάξνπκε ηψξα δπν αξηζκνχο, γηα παξάδεηγκα ηνπο 

-2 θαη 3, πνπ παξηζηάλνληαη πάλσ ζηνλ άμνλα κε ηα 
ζεκεία Α θαη Β αληηζηνίρσο. 

 
 
 
Σν κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ιέγεηαη απφζηαζε ησλ 
αξηζκψλ -2 θαη 3. Παξαηεξνχκε φηη 

 

(ΑΒ) = 5 = |(-2) - 3| = |3 - (-2)|. 
 

Γεληθφηεξα, αο ζεσξήζνπκε δπν αξηζκνχο α θαη β πνπ 
παξηζηάλνληαη πάλσ ζηνλ άμνλα κε ηα ζεκεία Α θαη Β 
αληηζηνίρσο. 

 
 
 
Σν κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ιέγεηαη απόζηαζε ησλ 
αξηζκψλ α θαη β, ζπκβνιίδεηαη κε d(α,β) θαη είλαη ίζε κε 
|α- β|. Δίλαη δειαδή: 
 

d (α, β) = |α - β| 

5 κνλάδεο 

Ο(0) Β(3) 

x΄ x 

Α(-2) 

d(α,β) = |α - β| 

Ο(0) Β(β) 

x΄ x 

Α(α) 
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Πξνθαλψο ηζρχεη d (α, β) = d (β, α) . ΢ηελ πεξίπησζε 
κάιηζηα πνπ είλαη α < β, ηφηε ε απφζηαζε ησλ α θαη β 

είλαη ίζε κε β - α θαη ιέγεηαη κήθνο ηνπ δηαζηήκαηνο  
[α, β]. 
 

 Αο ζεσξήζνπκε ηψξα έλα δηάζηεκα [α, β] θαη αο 
νλνκάζνπκε Α θαη Β ηα ζεκεία πνπ παξηζηάλνπλ ζηνλ 
άμνλα ηα άθξα α θαη β αληηζηνίρσο. 

 
 
 
Αλ Μ (x0) είλαη ην κέζνλ ηνπ ηκήκαηνο AB, ηφηε έρνπκε  

(MA) = (MB)       d(x0, α) = d(x0, β)      

|x0 - α| = |x0 - β| 

x0 - α = β - x0,        (αθνχ α < x0 < β)         

2x0 = α + β 

         
  

 
Ο αξηζκφο            πνπ αληηζηνηρεί ζην κέζνλ Μ ηνπ  
 

ηκήκαηνο ΑΒ ιέγεηαη θέληξν ηνπ δηαζηήκαηνο [α, β],  
 

ελψ ν αξηζκφο                   ιέγεηαη αθηίλα ηνπ [α, β]. 
 
Χο κήθνο, θέληξν θαη αθηίλα ησλ δηαζηεκάησλ (α, β), [α, 
β) θαη (α, β] νξίδνπκε ην κήθνο, ην θέληξν θαη ηελ αθηίλα 
ηνπ δηαζηήκαηνο [α, β]. 
 
 Έζησ ηψξα φηη ζέινπκε λα βξνχκε ηνπο πξαγκαηη-
θνχο αξηζκνχο x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη |x - 3| < 2. 

 

x 

Μ(x0) Β(β) 

x΄ 

Α(α) 
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Απφ ηνλ νξηζκφ ηεο απφζηαζεο έρνπκε: 
|x - 3| < 2 d (x,3) < 2 

3 - 2 < x < 3 + 2  
x     (3 - 2, 3 + 2) 

 
Γεληθά: 
 

 

 

Γηα x0    R θαη ξ > 0, ηζρχεη: 
|x - x0| < ξ      x    (x0 - ξ, x0 + ξ) 
                       xo - ξ < x < x0 + ξ 

 

Γειαδή, νη αξηζκνί x πνπ ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε  

|x -x0| < ξ είλαη ηα ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο  

(x0 - ξ, x0 + ξ) πνπ έρεη θέληξν ην x0 θαη αθηίλα ξ. 

 
 
 
 
. 

΢ηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ είλαη   x0 = 0 , έρνπκε: 
 

|x| < ξ      x    (-ξ, ξ)      -ξ < x < ξ . 
 

Γηα παξάδεηγκα, 
 

|x| < 2      x    (-2, 2)      -2 < x < 2 . 

x 

x 3 

x΄ 

1 5 

2 κνλάδεο 2 κνλάδεο 

d(x,3) 

d(x,x0) 

x 

x x0 

x΄ 

x0 - ξ 

ξ κνλάδεο 
ξ κνλάδεο 

x0 + ξ 
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 Έζησ, ηψξα, φηη ζέινπκε λα βξνχκε ηνπο πξαγκαηη-
θνχο αξηζκνχο x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη |x - 3| > 2. 

 
 
 
 
 
 
 

 

Απφ ηνλ νξηζκφ ηεο απφζηαζεο έρνπκε: 
 

|x - 3| > 2      d (x,3) > 2 
x < 3 - 2   ή   x > 3 + 2 

x    (-∞, 3 - 2) U (3 + 2, +∞). 
Γεληθά: 
 

 

 

Γηα x0    R θαη ξ > 0, ηζρχεη: 

|x - x0| < ξ      x    (-∞, x0 - ξ) U (x0 + ξ, +∞) 

                       x < xo - ξ ή x > x0 + ξ 
 

Γειαδή νη αξηζκνί x πνπ ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε  

|x - x0| > ξ αληηζηνηρνχλ ζε ζεκεία Μ(x) ηνπ άμνλα x΄x 

πνπ απέρνπλ απφ ην ζεκείν Κ(x0) απφζηαζε 

κεγαιχηεξε ηνπ ξ. 

 
 
 
 
΢ηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ είλαη   x0 = 0 , ε ηειεπηαία 

ηζνδπλακία παίξλεη ηε κνξθή: 
|x| > ξ      x < -ξ  ή  x > ξ 

Γηα παξάδεηγκα: 
|x| > 2      x < -2 ή x > 2 . 

d(x, 3) 

x 

1 3 

x΄ 

x 

2 κνλάδεο 2 κνλάδεο 

5 

d(x, x0) 

x 

x0 - ξ x0 

x΄ 

x 

ξ κνλάδεο ξ κνλάδεο 

x0 + ξ 
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ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Να γξάςεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο ρσξίο 
απφιπηεο ηηκέο.  

i)  |π - 3| ii)  |π - 4| 
 

iii) |3 - π| +|4 - π|  iv)    
 

2. Αλ 3 < x < 4 , λα γξάςεηε ρσξίο ηελ απφιπηε ηηκή ηελ 
παξάζηαζε 

|x - 3| + |x - 4| 
 

3. Να γξάςεηε ρσξίο ηελ απφιπηε ηηκή ηελ παξάζηαζε 
|x - 3| - |4 - x|, φηαλ:  

i)   x < 3   ii)    x > 4. 
 

4. Αλ α ≠ β, λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο  
 

5. Αλ x ≠ 0 θαη y ≠ 0, λα βξείηε ηηο ηηκέο πνπ κπνξεί λα  
 

πάξεη ε παξάζηαζε 
 
 

6. Ζ δηάκεηξνο ελφο δίζθνπ κεηξήζεθε θαη βξέζεθε 
2,37dm. Σν ιάζνο ηεο κέηξεζεο είλαη ην πνιχ 
0,005dm. Αλ D είλαη ε πξαγκαηηθή δηάκεηξνο ηνπ θχ-
θινπ, ηφηε: 

i) Να εθθξάζεηε ηελ παξαπάλσ παξαδνρή κε ηε  
βνήζεηα ηεο έλλνηαο ηεο απφζηαζεο 

ii) Να βξείηε κεηαμχ πνηψλ νξίσλ βξίζθεηαη ε ηηκή D. 
 

7. Να ζπκπιεξψζεηε ηνλ παξαθάησ πίλαθα φπσο 
δείρλεη ε πξψηε γξακκή ηνπ. 
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ΠΗΝΑΚΑ΢ 
 

Απφιπηε 
Σηκή 

Απφζηαζε 
Γηάζηεκα ή έλσζε 

δηαζηεκάησλ 

|x - 4| ≤ 2 d(x,4) ≤ 2 [2, 6] 

|x + 3| < 4   

|x - 4| > 2   

|x + 3| ≥ 4   

 d (x,5) < 1  

 d (x,-1) > 2  

 d (x,5) ≥ 1  

 d (x,-1) ≤ 2  

  (-2, 2) 

  [-5, 1] 

  (-∞, - 2] U [2, +∞) 

  (-∞, - 5) U (1, +∞) 

 

Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Να απνδείμεηε φηη |α - β| ≤ |α - γ| + |γ - β|. 
 

2. Αλ α > β, λα απνδείμεηε φηη: 
 

 
 

3. Ση ζεκαίλεη γηα ηνπο αξηζκνχο x θαη y : 
i) H ηζφηεηα |x| + |y| = 0 ;    ii) H αληζφηεηα |x| + |y| > 0; 
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4. Έζησ 0 < α < β . 
i) Να δηαηάμεηε απφ ηνλ κηθξφηεξν ζην κεγαιχηεξν  
 

ηνπο αξηζκνχο 
 
ii) Να δείμεηε φηη ζηνλ πξαγκαηηθφ άμνλα ν αξηζκφο        
 

         βξίζθεηαη πιεζηέζηεξα ζην 1 απφ φηη ν  
 

 

αξηζκφο        
 
 

5. Αλ |x - 2| < 0,1 θαη |y - 4| < 0,2 λα εθηηκήζεηε ηελ ηηκή 
ηεο πεξηκέηξνπ ησλ παξαθάησ ζρεκάησλ: 
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1,  
 α 

β
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 β 

α
 .
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α
 .

y y 

x 

x 

x 

y 

x 
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1.4 ΡΗΕΔ΢ ΠΡΑΓΜΑΣΗΚΧΝ ΑΡΗΘΜΧΝ 

 

Σεηξαγσληθή ξίδα κε αξλεηηθνχ αξηζκνχ 
 

΢ην Γπκλάζην κάζακε ηελ έλλνηα ηεο ηεηξαγσληθήο 
ξίδαο κε αξλεηηθνχ αξηζκνχ θαη ηηο ηδηφηεηέο ηεο. 
΢πγθεθξηκέλα κάζακε φηη:  
 

ΝΟΗΠΚΝΠ 
 
 

H ηεηξαγσληθή ξίδα ελφο κε αξλεηηθνχ αξηζκνχ α  
 

ζπκβνιίδεηαη κε       θαη είλαη ν κε αξλεηηθφο αξηζκφο  
 

πνπ, φηαλ πςσζεί ζην ηεηξάγσλν, δίλεη ηνλ α. 
 

Μπνξνχκε επνκέλσο λα πνχκε φηη:  

Αλ α > 0, ε      παξηζηάλεη ηε κε αξλεηηθή ιύζε ηεο 

εμίζσζεο x
2
 = α . 

Γηα ηηο ηεηξαγσληθέο ξίδεο κε αξλεηηθψλ αξηζκψλ 
γλσξίζακε ηηο παξαθάησ ηδηφηεηεο: 
 

 
 

 

 

 
 
 

 
λ-νζηή ξίδα κε αξλεηηθνχ αξηζκνχ 
 

Αο ππνζέζνπκε φηη ζέινπκε λα θαηα-
ζθεπάζνπκε κηα θπβηθή δεμακελή ρσ-
ξεηηθφηεηαο 64 θπβηθψλ κέηξσλ θαη 
δεηάκε ηελ πιεπξά ηεο. Αλ x κέηξα 

x 

x 
x 
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 α 

β
 = 

 α 

β

 

 

 
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είλαη ε πιεπξά ηεο δεμακελήο, ηφηε ν 

φγθνο ηεο ζα είλαη x
3
 θπβηθά κέηξα  

θαη επνκέλσο ζα ηζρχεη: x
3
 = 64. 

Αλαδεηνχκε ινηπφλ έλαλ αξηζκφ x πνπ, 
φηαλ πςσζεί ζηνλ θχβν, ζα καο δψζεη 
64. Ο αξηζκφο απηφο, αθνχ παξηζηάλεη  
κήθνο, πξέπεη λα είλαη ζεηηθφο. Με δνθηκέο βξίζθνπκε 

φηη ν δεηνχκελνο αξηζκφο είλαη ν 4, δηφηη 4
3
 = 64 . 

Ο αξηζκφο 4 ιέγεηαη ηξίηε ξίδα ηνπ 64 θαη ζπκβνιίδεηαη  
 

κε        . Γειαδή        = 4 . Ζ ηξίηε ξίδα ελφο αξηζκνχ 

ιέγεηαη θαη θπβηθή ξίδα ηνπ αξηζκνχ απηνχ. 

Γεληθεχνληαο ηψξα ηα παξαπάλσ γηα θάζε ζεηηθό 
αθέξαην λ, δίλνπκε ηνλ αθφινπζν νξηζκφ. 
 

ΝΟΗΠΚΝΠ 
 

Ζ λ-νζηή ξίδα ελφο κε αξλεηηθνχ αξηζκνχ α ζπκβνιί- 
 

δεηαη κε       θαη είλαη ν κε αξλεηηθφο αξηζκφο
(1)

 πνπ,  
 

φηαλ πςσζεί ζηελ λ, δίλεη ηνλ α. 
 

Δπίζεο γξάθνπκε 

 
 

Μπνξνχκε επνκέλσο λα πνχκε φηη: 

Αλ α ≥ 0, ηόηε ε       παξηζηάλεη ηε κε αξλεηηθή ιύζε 

ηεο εμίζσζεο  x
λ
 = α . 

 

 
 
(1)

Απνδεηθλχεηαη φηη ππάξρεη θαη είλαη κνλαδηθφο 

Math Composer 1.1.5 
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ΠΣΝΙΗΝ  
 

Δίλαη 10
4

 = 10000, νπφηε                         = 10. Δίλαη επίζεο θαη  

(-10)
4
 = 10000. ΋κσο, δελ επηηξέπεηαη λα  

 

γξάθνπκε               = -10, αθνχ, ζχκθσλα κε ηνλ  
 

παξαπάλσ νξηζκφ, ε               είλαη ε κε αξλεηηθή ιχζε 

ηεο εμίζσζεο x
4
 = 10000. 

 

Ηδηφηεηεο ησλ ξηδψλ 
Απφ ηνλ νξηζκφ ηεο λ-νζηήο ξίδαο ελφο κε αξλεηηθνχ 
αξηζκνχ α , ζπκπεξαίλνπκε ακέζσο φηη: 
 

 Αλ α ≥ 0, ηφηε: 
 
 
 Αλ α ≤ 0 θαη λ άξηηνο, ηφηε: 
 

   
 

Γηα παξάδεηγκα: 

 
 

Ηζρχνπλ φκσο θαη νη αθφινπζεο ηδηφηεηεο, απφ ηηο 
νπνίεο νη δχν πξψηεο είλαη αλάινγεο ησλ ηδηνηήησλ ηεο 
ηεηξαγσληθήο ξίδαο: 
 

Αλ α, β ≥ 0, ηφηε: 
 
 

 
 (εθφζνλ β ≠ 0) 
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ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
1. Έρνπκε: 
 
 
 
 
           
 
          α  β = α  β ,    πνπ ηζρχεη. 
 

 
2. Απνδεηθλχεηαη φπσο θαη ε 1. 
 

3. Έρνπκε: 

 
 
 

                  πνπ ηζρχεη 
 

 

4. Έρνπκε: 

 
 
ΠΣΝΙΗΝ 
Ζ ηδηφηεηα 1. ηζρχεη θαη γηα πεξηζζφηεξνπο απφ δπν κε 
αξλεηηθνχο παξάγνληεο. ΢πγθεθξηκέλα, γηα κε 

αξλεηηθνχο αξηζκνχο α1, α2, ... , αθ ηζρχεη: 

 
 
΢ηελ εηδηθή κάιηζηα πεξίπησζε πνπ είλαη  

α1 = α2 = ... = αθ = α > 0, ηζρχεη: 
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 α
νμ

 =   α
μν        α

νμ μν

 = ( )  αμν  
μν
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 = α
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α
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 = ( )αν

κ
 ,

Math Composer 1.1.5 

http://.mat
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  α λ β λ = α β λ 

 ( ) α λ β λ 
λ 
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νπφηε, ιφγσ ηεο ηδηφηεηαο 1, γηα α , β ≥ 0 έρνπκε 

 
 
Γπλάκεηο κε ξεηφ εθζέηε 
 

΢ηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε παξαζηάζεηο ηεο κνξθήο      , 
φπνπ α > 0, κ αθέξαηνο θαη λ ζεηηθφο αθέξαηνο, ηηο νπνί-

εο ζα νλνκάζνπκε δπλάκεηο κε ξεηό εθζέηε. Ο νξηζκφο 
ζα γίλεη κε ηέηνην ηξφπν, ψζηε λα δηαηεξνχληαη νη γλσ-
ζηέο καο ηδηφηεηεο ησλ δπλάκεσλ κε αθέξαην εθζέηε. 

 
Ση ζα πξέπεη, γηα παξάδεηγκα, λα ζεκαίλεη ην       ; Αλ  
 

απαηηήζνπκε λα ηζρχεη ε ηδηφηεηα                      θαη γηα  

 
δπλάκεηο κε ξεηφ εθζέηε, ηφηε ζα είλαη                              .  

 

Άξα πξέπεη ν      λα είλαη ιχζε ηεο εμίζσζεο x
5
 = 3

2
. 

 

 
Γειαδή πξέπεη λα είλαη                 . Γεληθά: 
 

ΝΟΗΠΚΝΠ 
 
 

 

Αλ α > 0, κ αθέξαηνο θαη λ 
ζεηηθφο αθέξαηνο, ηφηε νξίδνπκε: 

 
 

 

Δπηπιένλ, αλ κ, λ ζεηηθνί αθέξαηνη, ηφηε νξίδνπκε               

 
              . Γηα παξάδεηγκα: 
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ν
β
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 . 
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α
p q

 = α
pq
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5
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2

5
   5
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α

μ
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=  α
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0

μ

ν
=  0
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θαη 

 
Με ηε βνήζεηα ησλ ηδηνηήησλ ησλ ξηδψλ απνδεηθλχεηαη 
φηη νη ηδηφηεηεο ησλ δπλάκεσλ κε αθέξαην εθζέηε 
ηζρχνπλ θαη γηα δπλάκεηο κε ξεηφ εθζέηε. Σν γεγνλφο 
απηφ δηεπθνιχλεη ην ινγηζκφ κε ηα ξηδηθά. Έηζη έρνπκε 
γηα παξάδεηγκα είλαη: 

 
 

                                               . 
 
 

ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

1ε Αλ α θαη β είλαη κε αξλεηηθνί αξηζκνί, λα 
απνδεηρζεί ε ηζνδπλακία: 

 
 

ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
Έρνπκε: 

 
 

 α < β , πνπ ηζρχεη. 
 

2ε Λα ηξαπνύλ νη παξαζηάζεηο ζε ηζνδύλακεο, ρσξίο 
ξηδηθά ζηνπο παξνλνκαζηέο: 

 
 
Ι΢ΠΖ 
Έρνπκε: 
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α
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   α
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1
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   α
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3
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1
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αν  < βν       ( )αν
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ν

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) 
15

3
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3
 = 

15   3

3   3
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15   3

( )3
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3ε Λα απνδεηρζεί όηη: 

 
 
ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
Έρνπκε: 
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 = 
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 =
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2
 - 1
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2
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6

7 + 5
 = 

6( 7 - 5)

( 7 + 5)( 7 - 5)
 =
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2
 - ( 5)
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ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να ππνινγίζεηε ηηο ξίδεο: 

 
 
 
 
 
 

2. Να γξάςεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο ρσξίο ξηδηθά 

 
 
 

3. Να απνδείμεηε φηη: 
 

4. Να απνδείμεηε φηη: 

 
 

5. Να απνδείμεηε φηη: 

 
 
 
 

6. Να απνδείμεηε φηη: 
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i)   100,        1000
3
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     10000
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,    100000
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5

 .
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7. Να απνδείμεηε φηη: 

 
 
 

8. Να απνδείμεηε φηη: 

 
 
 

9. Να απνδείμεηε φηη: 

 
 
 

10. Να κεηαηξέςεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο ζε 
ηζνδχλακεο κε ξεηνχο παξαλνκαζηέο: 

 
 
 

 

11. Να απνδείμεηε φηη: 

 
 
 

 
αθνχ αλαιχζεηε ηα ππφξηδα ζε γηλφκελα πξψησλ  
παξαγφλησλ. 

 

Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. i) Να απνδείμεηε φηη: 
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    ii) Αλ α, β > 0 λα απνδείμεηε φηη 

 
 
 

2. i) Να βξείηε ηα αλαπηχγκαηα ησλ 

 
 
    ii) Να απνδείμεηε φηη: 

 
 
 

3. i) Να απνδείμεηε φηη ν αξηζκφο  
είλαη ξεηφο 

 
   ii) Αλ α ζεηηθφο ξεηφο, λα απνδείμεηε φηη ν                     

είλαη ξεηφο. 
 

4. Να απνδείμεηε φηη: 

 
 
 
5. ΢ε έλα νξζνγψλην ηξίγσλν νη θάζεηεο πιεπξέο ηνπ  
 

είλαη                 θαη  
 i) Να ππνινγίζεηε ηελ ππνηείλνπζα ΒΓ ηνπ ηξηγψλνπ. 
ii) Με ηε βνήζεηα ηεο ηξηγσληθήο αληζφηεηαο λα  

απνδείμεηε φηη: 

 
iii) Γηα κε αξλεηηθνχο αξηζκνχο α θαη β , λα απνδείμεηε  
 

φηη                                   Πφηε ηζρχεη ε ηζφηεηα; 
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ΔΟΥΡΖΠΔΗΠ ΘΑΡΑΛΝΖΠΖΠ 1νπ ΘΔΦΑΙΑΗΝ΢ 

 

1. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο λα 
θπθιώζεηε ην γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη α-
ιεζήο γηα όινπο ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β, 
γ θαη δ. Γηαθνξεηηθά λα θπθιώζεηε ην γξάκκα Τ. 

 
 

1. (α = β θαη γ = δ)        α + γ = β + δ . Α  Φ 

2. Αλ α
2
 = αβ, ηφηε α = β. Α  Φ 

3. (α + β)
2
 = α

2
 + β

2
. Α  Φ 

4. 
Σν άζξνηζκα α + β δχν άξξεησλ 
αξηζκψλ α θαη β είλαη άξξεηνο αξηζκφο 

Α  Φ 

5. 
Σν γηλφκελν α  β δχν άξξεησλ αξηζκψλ 
α θαη β είλαη άξξεηνο αξηζκφο. 

Α  Φ 

6. Αλ α > β θαη γ < δ, ηφηε     α - γ > β - δ. Α  Φ 

7. Αλ α
2
 > αβ, ηφηε α > β. Α  Φ 

8. 
 
 

Α  Φ 

9. Αλ α > β θαη α >- β, ηφηε   α > 0 . Α  Φ 

10. 
 
 

Α  Φ 

11. Αλ α < β < 0, ηφηε α
2
 > β

2
. Α  Φ 

12. Αλ α >-2 θαη β > -3 , ηφηε αβ > 6 . Α  Φ 

13. Αλ α <-2 θαη β <-3 , ηφηε αβ > 6 . Α  Φ 

14. 4α
2
 - 20αβ + 25β

2
 ≥ 0. Α  Φ 

15. (α - 1)
2
 +(α + 1)

2
 > 0. Α  Φ 

16. (α
2
 - 1)

2
 +(α + 1)

2
 > 0. Α  Φ 

17. (α + β)
2
 +(α - β )

2
 = 0         α = β = 0. Α  Φ 
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Αν 
 α 

β
 > 1, ηόηε α > β .
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Αν α > 
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α
 , ηόηε α > 1 .

66 / 52 



 

18. Αλ α  β > 0 , ηφηε  |α + β| = |α| + |β|. Α  Φ 

19. 
 

Αλ α
2
 = β , ηφηε   

 

Α  Φ 

20.  Α  Φ 

21. 
 

Α  Φ 

22. 
Αλ   α  β ≥ 0, ηφηε  κπνξνχκε πάληνηε  
 

λα γξάθνπκε 
Α  Φ 

23. 
 

 
 

Α  Φ 

24.  Α  Φ 

25. 

Αλ α ≥ 0, ηφηε   κπνξνχκε πάληνηε  λα   
 

γξάθνπκε 
 

Α  Φ 

26. 
Μπνξνχκε πάληνηε λα γξάθνπκε   

Α  Φ 

27. 5
25

 > 25
5
 . Α  Φ 

28. 11
22

 > 22
11

 .
 Α  Φ 

 

 

II. Λα επηιέμεηε ηε ζσζηή απάληεζε ζε θαζεκηά από 
ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο. 
 

1. Αλ 2 < x < 5 ηφηε ε παξάζηαζε   |x - 2| + |x - 5| είλαη 
ίζε κε: 

 

Α) 2x - 7 Β) 7 - 2x       Γ) -3      Γ) 3. 
 

2. Αλ 10 < x < 20 ηφηε ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο        
                          
 

                                   είλαη ίζε κε: 
 
 

Α) 2  Β) -2  Γ) 10  Γ) 0. 
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ηόηε α
2
  β = α   β .  
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Αν β   0, 

ηόηε α
2
  β = α   β .

≥ 



 

 

3. Αλ                                                   ηφηε: 
Α) α < β < γ     Β) α < γ < β     Γ) γ < α < β Γ) β < γ < α. 
 

4. Ο αξηζκφο                   είλαη ίζνο κε:  
 
 

III. Πηνλ παξαθάησ άμνλα ηα ζεκεία Ν, Η, Α θαη Β 
παξηζηάλνπλ ηνπο αξηζκνύο 0, 1, α θαη β 
αληηζηνίρσο, κε 0 < α < 1 θαη β > 1, ελώ ηα 
ζεκεία Γ, Γ, Δ, Ε, Ζ θαη Θ παξηζηάλνπλ ηνπο  

 

αξηζκνύο                α
2 

, β
2
, α

3
 θαη β

3
, όρη όκσο κε 

ηελ ζεηξά πνπ αλαγξάθνληαη. Λα αληηζηνηρίζεηε 
ηα ζεκεία Γ, Γ, Δ, Ε, Ζ θαη Θ κε ηνπο αξηζκνύο 
πνπ παξηζηάλνπλ. 

 
 
 

Γ Γ Δ Ε Ζ Θ 
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β 
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ΗΠΡΝΟΗΘΝ ΠΖΚΔΗΥΚΑ 
 

Ο «δηπιαζηαζκφο ηνπ ηεηξαγψλνπ»,  
δειαδή ε θαηαζθεπή ελφο ηεηξαγψ- 
λνπ κε εκβαδφ δηπιάζην ελφο άιινπ  
δνζέληνο ηεηξαγψλνπ, κπνξεί λα  
γίλεη κε κηα απιή «γεσκεηξηθή»  
θαηαζθεπή. Λέγνληαο «γεσκεηξηθή»  
θαηαζθεπή ελλννχκε θαηαζθεπή κε  
ράξαθα θαη δηαβήηε. 
Χζηφζν, ε πιεπξά β, ηνπ ηεηξαγψλνπ κε ην δηπιάζην 
εκβαδφ, δελ πξνθχπηεη απφ ηελ πιεπξά α κε πνιια-
πιαζηαζκφ επί ξεηφ αξηζκφ. Απηφ ζεκαίλεη φηη δελ 
ππάξρεη επζχγξακκν ηκήκα (σο κνλάδα κέηξεζεο) κε 
ην νπνίν κπνξνχκε λα κεηξήζνπκε αθξηβψο ηα δπν 
απηά ηκήκαηα, πιεπξά θαη δηαγψλην ηεηξαγψλνπ. Ζ 
απφδεημε ηεο χπαξμεο άξξεησλ αξηζκψλ ζεσξείηαη κηα 
απφ ηηο ζπνπδαηφηεξεο αλαθαιχςεηο ησλ Ππζαγνξείσλ. 
(Ππζαγφξαο: 6νο π. Υ. αηψλαο). Οη αξραίνη Έιιελεο 
είραλ κηα βαζεηά πίζηε φηη πάληνηε δπν επζχγξακκα 
ηκήκαηα έρνπλ θνηλφ κέηξν. Γη’ απηφ, ζηα πιαίζηα ηεο 
επνρήο εθείλεο, ε αλαθάιπςε απηή ησλ Ππζαγνξείσλ 
δελ ήηαλ απιά θαη κφλν κηα ελδηαθέξνπζα καζεκαηηθή 
πξφηαζε, αιιά ζήκαηλε ηελ αλαηξνπή ζεκειησδψλ 
θηινζνθηθψλ αληηιήςεσλ γηα ηνλ θφζκν θαη ηε θχζε. 
Ήηαλ θεληξηθή αληίιεςε ησλ Ππζαγνξείσλ φηη ε νπζία 
θάζε φληνο κπνξεί λα αλαρζεί ζε θπζηθνχο αξηζκνχο. Ο 
λενππζαγφξεηνο Φηιφιανο γχξσ ζηα 450 π.Υ., έγξαθε: 
 

«Πραγκαηηθά ηο θαζεηί ποσ γλφρίδοσκε έτεη έλαλ αρηζκό 
(δειαδή θσζηθό). Αιιηώς ζα ήηαλ αδύλαηο λα ηο γλφρί-
ζοσκε θαη λα ηο θαηαιάβοσκε κε ηε ιογηθή. Το έλα είλαη ε 
αρτή ηοσ παληός». 
 

Ζ αλαθάιπςε ινηπφλ φηη ππάξρνπλ κεγέζε θαη κάιηζηα 
απιά, φπσο ε ππνηείλνπζα ηεηξαγψλνπ, ηα νπνία δελ 

Δ 

Α 

Β Γ 

Γ 
Ε 

α 

α 
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κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ ζηα πιαίζηα ησλ θπζηθψλ 
αξηζκψλ, ζεσξήζεθε αιεζηλή ζπκθνξά γηα ηελ 
ππζαγφξεηα θηινζνθία. Υαξαθηεξηζηηθνί είλαη νη ζξχινη 
πνπ πεξηβάιινπλ ην γεγνλφο απηφ. Καηά έλαλ απφ 
απηνχο, ε αλαθάιπςε ηεο χπαξμεο ησλ άξξεησλ αξηζ-
κψλ έγηλε απφ ηνλ ππζαγφξεην Ίπαζζν, φηαλ απηφο θαη 
άιινη Ππζαγφξεηνη ηαμίδεπαλ κε πινίν. Ζ αληίδξαζε 
ησλ Ππζαγνξείσλ ήηαλ λα πλίμνπλ ηνλ Ίπαζζν θαη λα 
ζπκθσλήζνπλ κεηαμχ ηνπο λα κε δηαδνζεί ε αλαθάιπ-
ςε πξνο ηα έμσ. 
Ζ ππέξβαζε ησλ «δπζθνιηψλ» πνπ θέξλεη ζηα Μαζε-
καηηθά ε χπαξμε άξξεησλ αξηζκψλ, θαηέζηε δπλαηή 
απφ ηνλ Δχδνμν (360 π.Υ.) κε ηελ ηδηνθπή «ζεσξία ησλ 
Λφγσλ». Ζ απφδεημε γηα ην φηη έλαο ζπγθεθξηκέλνο 
αξηζκφο είλαη άξξεηνο είλαη έλα πξφβιεκα πνπ απαηηεί 
πνιιέο θνξέο πνιχπινθνπο ζπιινγηζκνχο. 

 

70 / 54 



M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = - 
 α 

β
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = - 
 α 

β
 

 

  
 ΔΜΗΠΥΠΔΗΠ 

2.1 ΔΜΗΠΥΠΔΗΠ 1νπ ΒΑΘΚΝ΢     

 

Ζ  Δμίζσζε αx + β = 0 
 

΢ην Γπκλάζην κάζακε ηνλ ηξφπν επίιπζεο ησλ 
εμηζψζεσλ ηεο κνξθήο αx + β = 0 γηα ζπγθεθξηκέλνπο 
αξηζκνχο α, β, κε α ≠ 0 Γεληθφηεξα ηψξα, ζα δνχκε πψο 
κε ηελ βνήζεηα ησλ ηδηνηήησλ ησλ πξάμεσλ, επηιχνπκε 
ηελ παξαπάλσ εμίζσζε, νπνηνηδήπνηε θαη αλ είλαη νη 
αξηζκνί α, β . 
Έρνπκε ινηπφλ 

αx + β = 0       αx + β - β = - β 
           αx = -β 

 

Γηαθξίλνπκε ηψξα ηηο πεξηπηψζεηο: 
  Αλ α ≠ 0 ηφηε: 
 

αx = -β       
 

Δπνκέλσο, αλ α  ≠ 0 ε εμίζσζε έρεη αθξηβώο κία  
 

ιύζε, ηελ                . 
 
 

  Αλ α = 0 , ηφηε ε εμίζσζε αx = - β γίλεηαη 0x = -β, ε 
νπνία: 

i) αλ είλαη β ≠ 0 δελ έρεη ιχζε θαη   γη απηφ ιέκε φηη 

είλαη αδύλαηε, ελψ 

ii) αλ είλαη β = 0 έρεη ηε κνξθή 0x = 0 θαη αιεζεχεη γηα 
θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ x δειαδή είλαη 

ηαπηόηεηα. 
Ζ ιχζε ηεο εμίζσζεο αx + β = 0 θαη γεληθά θάζε 

εμίζσζεο ιέγεηαη θαη ξίδα απηήο. 
 

2 
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x = 
15

3
 = 5.

Γηα παξάδεηγκα 
 Γηα ηελ εμίζσζε 4(x - 5) = x - 5 έρνπκε: 

4(x - 5) = x - 5  4x - 20 = x - 5 
      4x - x = 20 - 5 
      3x = 15 
         
 
Άξα, ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιχζε, ηελ x = 5 . 
 

 Γηα ηελ εμίζσζε 3x - x - 3 = 2x Έρνπκε 
3x - x - 3 = 2x      3x - x - 2x = 3      0x = 3  

πνπ είλαη αδχλαηε. 
 

 Γηα ηε εμίζσζε 4(x - 5) - x = 3x - 20 έρνπκε 
4x - 20 - x = 3x - 20     4x - x - 3x = = 20 - 20     0x = 0  

πνπ είλαη ηαπηφηεηα. 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
΋πσο βιέπνπκε ζηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα, θάζε 
θνξά θαηαιήγνπκε ζε εμίζσζε ηεο κνξθήο αx + β = 0, 
ηεο νπνίαο νη ζπληειεζηέο α θαη β είλαη ζπγθεθξηκέλνη 
αξηζκνί θαη κπνξνχκε ακέζσο λα δνχκε πνηα απφ ηηο 
πξνεγνχκελεο πεξηπηψζεηο ηζρχεη. Γελ ζπκβαίλεη φκσο 
ην ίδην, αλ νη ζπληειεζηέο α θαη β ηεο εμίζσζεο  
αx + β = 0 εθθξάδνληαη κε ηε βνήζεηα γξακκάησλ. ΢ε 
ηέηνηεο πεξηπηψζεηο, ηα γξάκκαηα απηά ιέγνληαη 

παξάκεηξνη, ε εμίζσζε ιέγεηαη παξακεηξηθή θαη ε 
εξγαζία πνπ θάλνπκε γηα ηελ εχξεζε ηνπ πιήζνπο ησλ 

ξηδψλ ηεο ιέγεηαη δηεξεύλεζε. 
 

Γηα παξάδεηγκα ε εμίζσζε 
 

(ι
2
 - 1)x - ι + 1 = 0, ι     R 

 

έρεη παξάκεηξν ην ι θαη γξάθεηαη ηζνδχλακα 
 

(ι
2
 - 1)x - ι + 1 = 0 (ι

2
 - 1)x = ι - 1 

(ι + 1)(ι - 1)x = ι - 1 
Δπνκέλσο 
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x
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 + 

x
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 + 1 = 10
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x
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 + 

x
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 + 1 = 10

 

 Αλ ι ≠ -1 θαη ι ≠ 1, ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιχζε, ηελ 
 
 
 
 

 Αλ ι = -1, ε εμίζσζε γίλεηαη 0x = -2 θαη είλαη αδχλαηε. 
 Αλ ι = 1, ε εμίζσζε γίλεηαη 0x = 0 θαη είλαη ηαπηφηεηα. 

 
 

ΔΦΑΟΚΝΓΖ 
 

Έλαο πνδειάηεο πήγε από κηα πόιε Α ζε κία πόιε Β 
θαη επέζηξεςε από ηνλ ίδην δξόκν. Πηελ κεηάβαζε 
νδεγνύζε κε κέζε ηαρύηεηα 25km/h θαη μεθνπξά-
ζηεθε ελδηάκεζα 1 ώξα. Πηελ επηζηξνθή νδεγνύζε 
κε κέζε ηαρύηεηα 20 km/h θαη δελ έθαλε θακία 
ζηάζε. Αλ ν ζπλνιηθόο ρξόλνο ηνπ ηαμηδηνύ ήηαλ 10 
ώξεο, λα ππνινγηζηεί ην κήθνο ηεο δηαδξνκήο ΑΒ. 
 

Ι΢ΠΖ 
 

Αλ x km είλαη ε απφζηαζε ΑΒ, ηφηε ν πνδειάηεο  
 

ρξεηάζηεθε       ψξεο γηα λα πάεη απφ ην Α ζην Β θαη   
 

 

ψξεο γηα λα επηζηξέςεη. Αθνχ μεθνπξάζηεθε θαη 1 ψξα,  
 

ν ζπλνιηθφο ρξφλνο ηνπ ηαμηδηνχ ήηαλ                            
 

Δπεηδή ν ρξφλνο απηφο είλαη 10 ψξεο έρνπκε ηελ  
 

εμίζσζε: 
 

Λχλνπκε ηελ εμίζσζε θαη έρνπκε: 
 

  4x + 5x + 100 = 1000 
  9x = 900 
  x = 100 

Άξα ην κήθνο ηεο δηαδξνκήο είλαη 100 km. 
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Δμηζώζεηο πνπ αλάγνληαη ζε εμηζώζεηο 1νπ βαζκνύ 
 

΢ηελ ζπλέρεηα ζα δνχκε, κε ηε βνήζεηα παξαδεηγκάησλ, 
πψο κπνξνχκε λα επηιχζνπκε εμηζψζεηο νη νπνίεο δελ 
είλαη κελ εμηζψζεηο 1νπ βαζκνχ, αιιά, κε θαηάιιειε 
δηαδηθαζία, αλάγνληαη ζε εμηζψζεηο 1νπ βαζκνχ. 
 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 1ν 
 

 

Να ιπζεί ε εμίζσζε 
                                      

Ι΢ΠΖ 
Ζ εμίζσζε απηή νξίδεηαη γηα θάζε x ≠ 1. Με απηφλ ηνλ 
πεξηνξηζκφ έρνπκε: 
 
 
 

x
2
 - x + 1 = 1 

x
2
 - x = 0 

x(x - 1) = 0 
x = 0 , αθνχ x ≠ 1 

 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιχζε, ηελ x = 0. 
 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 2o 
 

Να ιπζεί ε εμίζσζε 
|2x -1| = |x + 3| 
 

Ι΢ΠΖ 
Απφ ηηο ηδηφηεηεο ησλ απνιχησλ ηηκψλ έρνπκε: 
|2x -1| = |x + 3|       2x - 1 = x + 3 ή 2x -1 = -(x + 3) 
΋κσο: 
 2x - 1 = x + 3    2x - x = 4      x = 4 
 2x - 1 = -(x + 3)      2x + x = -3 + 1     3x = -2   
 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε έρεη δπν ιχζεηο, ηνπο αξηζκνχο 4  
 

θαη  
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 x 
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iv) 1,2(x + 1) - 2,5 + 1,5x = 8,6 .

ΠΣΝΙΗΝ 
Με ηνλ ίδην ηξφπν ιχλνπκε θάζε εμίζσζε ηεο κνξθήο 
|f(x)| = |g(x)| . 
 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 3o 
Να ιπζεί ε εμίζσζε 

|2x - 3| = 3x - 2 
 

Ι΢ΠΖ 
Δπεηδή ην πξψην κέινο ηεο εμίζσζεο είλαη κε 
αξλεηηθφ, γηα λα έρεη ιχζε ε εμίζσζε απηή πξέπεη θαη 
ην δεχηεξν κέινο ηεο λα είλαη κε αξλεηηθφ. Γειαδή, 
πξέπεη: 

3x - 2 > 0 (1) 
Με απηφλ ηνλ πεξηνξηζκφ, ιφγσ ησλ ηδηνηήησλ ησλ 
απφιπησλ ηηκψλ, έρνπκε: 
 

|2x - 3| = 3x - 2       2x - 3 = 3x - 2  ή 2x - 3 = 2 - 3x 
2x - 3x = -2 + 3  ή 2x + 3x = 2 + 3 
-x = 1   ή 5x = 5 
x = -1   ή x = 1 

 

Απφ ηηο παξαπάλσ ιχζεηο δεθηή είλαη κφλν ε x = 1, 
δηφηη κφλν απηή ηθαλνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκφ (1). 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
Με ηνλ ίδην ηξφπν ιχλνπκε εμηζψζεηο ηεο κνξθήο  
|f(x)| = g(x). 
 

 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 

 

i) 4x - 3(2x - 1) = 7x - 42 
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ii) 
1 - 4x

5
 - 

x - 1

4
 = 

x - 4

20
 + 

 5 

4
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5 - x

3
 = - 

 5 

3
 + 

7x

3
  .
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ii) 
 1 

R
 = 

 1 

R1

 + 
 1 

R2

2. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 

i) 2(3x - 1) - 3(2x -1) = 4 
 

3. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο 
παξακέηξνπ  ι   R  

 

i) (ι - 1)x = ι - 1  ii) (ι - 2)x = ι 

iii) ι(ι -1)x = ι - 1  iv) ι (ι -1)x = ι
2
 + ι 

 

4. ΢ην παξαθάησ νξζνγψλην  
ηξαπέδην λα βξεζεί ε ζέζε ηνπ  
ζεκείνπ Μ ζηελ ΑΓ ψζηε γηα ηα  
εκβαδά 

 

Δ1 = (ΜΓΓ), Δ2 = (ΜΑΒ) θαη  
 

Δ3 = (ΜΒΓ) λα ηζρχεη: 
 

i) Δ1 + Δ2 = Δ3   ii) Δ1 = Δ2 
 

5. Απφ θεθάιαην 4000 € έλα κέξνο ηνπ θαηαηέζεθε ζε 

κηα ηξάπεδα πξνο 5% θαη ην ππφινηπν ζε κηα άιιε 

ηξάπεδα πξνο 3%. Όζηεξα απφ 1 ρξφλν 

εηζπξάρζεθαλ ζπλνιηθά 175€ ηφθνη. Πνην πνζφ 

ηνθίζηεθε πξνο 5% θαη πνην πξνο 3%; 
 

 
6. Να επηιπζνχλ νη παξαθάησ ηχπνη σο πξνο ηελ 
αλαθεξφκελε κεηαβιεηή: 

i) λ = λ0 + αt, α ≠ 0 (σο πξνο ην t) 
 

         (σο πξνο ην R1). 
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Α 
  

 

Β 
  

 

Γ 
  

 

Γ 
  

 

3 
  

 

5 
  

 

Μ 
  

 

x 
  

 

E1 

  

 

E2 

  

 

E3 

  

 

5 
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i) 
x

x - 1
 = 

1

x
2
 - x
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ii) 
x + 1

x
2
 - 1

 + 
2

x
2
 - 2x + 1

 = 0 .
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i) 
1

x - 1
 + 

1

x + 1
 = 

2

x
2
 - 1
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ii) 
3

x + 2
 - 

 2 

x
 = 

x - 4

x
2
 + 2x
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iii) 
1

x + 2
 = 

x

x
2
 - 4
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iv) 
x

2
 - x

x
2
 - 1

 = 
x

x + 1

7. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 

i) x
2
 (x - 4) + 2x(x - 4) + (x - 4) = 0. 

ii) (x - 2 )
2 

- (2 - x) (4 + x) = 0. 

 

8. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 

i) x(x
2
 -1) - x

3
 + x

2
 = 0    ii) (x +1) + x

2
 - 1 = 0 

 
9. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 

i) x(x - 2)
2
 = x

2
 - 4x + 4  ii) (x

2
 - 4)(x - 1) = (x

2 
- 1)(x - 2). 

 

10. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 

i) x
3
 - 2x

2
 - x + 2 = 0  ii) x

3
 - 2x

2 
- (2x -1)(x - 2) = 0. 

 

11. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 
 
 

12. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 
 
 
 
 
 

13. Να βξείηε ηξεηο δηαδνρηθνχο αθέξαηνπο ηέηνηνπο 
ψζηε ην άζξνηζκα ηνπο λα ηζνχηαη κε ην γηλφκελν ηνπο. 
 

 
14. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 

i)  |2x - 3| = 5         ii)  |2x - 4| = |x - 1| 

iii) |x - 2| = 2x -1   iv) |2x -1| = x - 2. 
 

 
 

77 / 60 



M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) 
|x| + 4

3
 - 

|x| + 4

5
 = 

 2 

3
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ii) 
2|x| + 1

3
 - 

|x| - 1

2
 = 

 1 

2
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i) 
3 - x

3 + x
 = 4
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ii) 
x - α

β
 = 

x - β

α
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 x 

α
 - 

 x 

β
 = 1 ;
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x + α

x - α
 = 

x
2

x
2
 - α

2

15. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 
 
 

16. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 

 
ii) |x - 1| |x - 2| = |x - 1| 

 

B΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να απνδείμεηε φηη νη εμηζψζεηο: 

 

i) (x + α)
2 

- (x - β)
2
 = 2α(α + β)  

 

 

έρνπλ πάληα ιχζε, νπνηνηδήπνηε θαη αλ είλαη νη  
πξαγκαηηθνί αξηζκνί α, β. 

 

2. Πνηνί πεξηνξηζκνί πξέπεη λα ηζρχνπλ γηα ηα α, β   R ,  
 

ψζηε λα έρεη ιχζε ε εμίζσζε 
 

3. Πφζν θαζαξφ νηλφπλεπκα πξέπεη λα πξνζζέζεη έλαο 
θαξκαθνπνηφο ζε 200ml δηάιπκα νηλνπλεχκαηνο 

πεξηεθηηθφηεηαο 15%, γηα λα πάξεη δηάιπκα 

νηλνπλεχκαηνο πεξηεθηηθφηεηαο 32%; 
 

 
4. Έλα απηνθίλεην Α θηλείηαη κε 100km/h. Έλα δεχηεξν 

απηνθίλεην Β πνπ θηλείηαη κε 120km/h πξνζπεξλάεη 
ην Α. ΢ε πφζα ιεπηά ηα δπν απηνθίλεηα ζα απέρνπλ 

1km; 
 

 
5. Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε                            γηα φιεο ηηο  
 

ηηκέο ηνπ α    R . 
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x
3
 - 8

x - 2
 = x

2
 + 4
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x
2
 - 2x + 1 = |3x - 5|

6. Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε 
 
 
 

 
7. Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε  |2|x|-1| = 3 

 
8. Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε 
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8
3

 = 2
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8
3

 

2.2 Ζ ΔΜΗΠΥΠΖ x
λ
 = α      

 

 Έζησ ε εμίζσζε x
3
 = 8 . ΋πσο αλαθέξακε ζηνλ 

νξηζκφ ηεο λ-νζηήο ξίδαο κε αξλεηηθνχ αξηζκνχ, ε 

εμίζσζε  x
3
 = 8 έρεη αθξηβψο κηα ζεηηθή ιχζε, ηελ             

 

. Ζ εμίζσζε απηή δελ έρεη κε αξλεηηθέο ιχζεηο, 

γηαηί, γηα θάζε x ≤ 0 ηζρχεη x
3
 ≤ 0 . 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε x
3
 = 8 έρεη αθξηβψο κηα ιχζε,  

 

ηελ        .  
 

Γεληθφηεξα: 
 

 

Ζ εμίζσζε x
λ
 = α , κε α > 0 θαη λ πεξηηηό θπζηθφ  

 

αξηζκφ, έρεη αθξηβψο κηα ιχζε ηελ       . 
 

 

 

 Έζησ ε εμίζσζε x
4
 = 16 . ΋πσο θαη πξνεγνπκέλσο ε 

εμίζσζε απηή έρεη αθξηβψο κηα ζεηηθή ιχζε ηελ 
 

   

           = 2. Ζ εμίζσζε απηή φκσο έρεη σο ιχζε θαη ηελ                                  
                     

                   , αθνχ                                        . Δπνκέλσο ε  

εμίζσζε x
4
 = 16 έρεη αθξηβψο δχν ιχζεηο, ηελ               

 

θαη ηελ  
 

Γεληθφηεξα: 
 

 

Ζ εμίζσζε x
λ
 = α , κε α > 0 θαη λ άξηην  θπζηθφ  

 

αξηζκφ, έρεη αθξηβψο δχν ιχζεηο ηελ       θαη        . 
 

 

 Έζησ ε εμίζσζε x
3
 = -8 Έρνπκε δηαδνρηθά: 

 

x
3
 = -8      -x

3
 = 8      (-x)

3
 = 8 

 
 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε απηή έρεη αθξηβψο κηα ιχζε,  
 

ηελ  
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16
4
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- 16
4

 = -2
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( )- 16
4 4

 = ( )16
4 4

 = 16
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16
4

 = 2
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- 16
4

 = -2
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α
ν
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- α
ν
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-x = 8
3
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x = - 8
3

 = -2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 8
3

 = -2
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Γεληθφηεξα: 
 

 

Ζ εμίζσζε x
λ
 = α , κε α < 0 θαη λ πεξηηηό θπζηθφ  

 

αξηζκφ, έρεη αθξηβψο κηα ιχζε ηελ          . 
 

 

 

 Έζησ ε εμίζσζε x
4
 = -4. Δπεηδή γηα θάζε x ηζρχεη  

x
4
 ≥ 0, ε εμίζσζε είλαη αδχλαηε. 

 

Γεληθφηεξα: 
 

 

Ζ εμίζσζε x
λ
 = α , κε α < 0 θαη λ άξηην θπζηθφ αξηζκφ,  

είλαη αδχλαηε. 
 

 

Απφ ηα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα θαη απφ ην γεγνλφο 

φηη ε εμίζσζε   x
λ
 = α

λ
, κε λ    Ν, έρεη πξνθαλή ιχζε ηελ 

x = α, πξνθχπηεη φηη: 

 Αλ ν λ πεξηηηόο ηόηε ε εμίζσζε  x
v
 = α

λ
  έρεη 

κνλαδηθή ιύζε, ηελ x = α 

 Αλ ν λ άξηηνο ηόηε ε εμίζσζε  x
v
 = α

λ
  έρεη δύν 

ιύζεηο, ηηο x1 = α θαη x2 =- α 
 
 

ΔΦΑΟΚΝΓH 
 

Λα ιπζεί ε εμίζσζε x
4
 + 8x = 0 

 

 

Ι΢ΠΖ 

x
4
 + 8x = 0 x(x

3
 + 8) = 0 

 x = 0 ή x3 = -8 
  

 x = 0 ή  
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- |α|
ν
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x = - 8
3

 = -2
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 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 
 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 

i) x
3
 - 125 = 0   ii) x

5
 - 243 = 0  iii) x

7
 - 1 = 0 

 

 
2. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 

i) x
3
 + 125  ii) x

5
 + 243 = 0 iii) x

7
 + 1 = 0 

 

 
3. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 

i) x
2
 - 64  ii) x

4
 - 81 = 0  iii) x

6
 - 64 = 0 

 
4. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 

i) x
5
 - 8x

2
 = 0 ii) x

4
 + x = 0 iii) x

5
 + 16x = 0 

 

 

5. Έλα νξζνγψλην παξαιιειεπίπεδν έρεη φγθν 81m
3
 

θαη δηαζηάζεηο x, x θαη 3x. Να βξείηε ηηο δηαζηάζεηο 
ηνπ παξαιιειεπηπέδνπ. 

 

 
6. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 

i) (x + 1)
3
 = 64 ii) 1 + 125x

3
 = 0  

iii) (x - 1)
4
 - 27(x - 1) = 0 
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2.3 ΔΜΗΠΥΠΔΗΠ 2νπ ΒΑΘΚΝ΢ 

 

Ζ εμίζσζε αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 

 

 

Ζ ιχζε πνιιψλ πξνβιεκάησλ ηεο Γεσκεηξίαο, ηεο 
Φπζηθήο θαζψο θαη άιισλ επηζηεκψλ αλάγεηαη ζηελ 
επίιπζε κηαο εμίζσζεο ηεο κνξθήο: 
 

αx
2
 + βx + γ = 0, κε α ≠ 0   (1) 

 

ε νπνία ιέγεηαη εμίζσζε δεπηέξνπ βαζκνύ. 
 

 

Γηα παξάδεηγκα, έζησ ν ηχπνο           φπνπ S  
 

ην δηάζηεκα πνπ δηαλχεη θηλεηφ ζε ρξφλν t, κε αξρηθή 

ηαρχηεηα v0 θαη επηηάρπλζε γ. Αλ ζεσξήζνπκε σο 

άγλσζην ηνλ ρξφλν t, ηφηε πξνθχπηεη ε εμίζσζε: 
 
 
ε νπνία είλαη εμίζσζε δεπηέξνπ βαζκνχ. 
 

΢ηε ζπλέρεηα ζα επηιχζνπκε ηελ εμίζσζε δεπηέξνπ 
βαζκνχ ζηε γεληθή ηεο κνξθή κε ηε κέζνδν ηεο 

«ζπκπιήξσζεο ηνπ ηεηξαγώλνπ». 
 

 

Έρνπκε: 

αx
2
 + βx + γ = 0                                      [αθνχ α ≠ 0 ] 
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S = ν0t + 
 1 

2
 γt

2
,
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 1 

2
 γt

2
 + ν0t - S = 0,
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x
2
 + 

 β 

α
x + 

 γ 

α
  = 0
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x
2
 + 

 β 

α
x = - 

 γ 
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x
2
 + 2x   

 β 

2α
 = - 

 γ 

α
• 
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x
2
 + 2x   

 β 

2α
 + 

 β
2
 

4α
2
 = - 

 γ 

α
 + 

 β 

4α
2

• 
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x + 
 β 

2α

2

 = 
 β

2
- 4αγ

4α
2
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Αλ ζέζνπκε Γ = β
2
 - 4αγ, ηφηε ε ηειεπηαία εμίζσζε 

γίλεηαη: 
 

(2) 
 
Γηαθξίλνπκε ηψξα ηηο εμήο πεξηπηψζεηο: 

 Αλ Γ > 0, ηφηε έρνπκε: 
 
 
 
δειαδή 
 
 
 
Δπνκέλσο ε εμίζσζε (2), άξα θαη ε ηζνδχλακή ηεο (1), 
έρεη δχν ιχζεηο άληζεο ηηο: 
 
 
 
 

Γηα ζπληνκία νη ιχζεηο απηέο γξάθνληαη 
 
 
 
 Αλ Γ = 0, ηφηε ε εμίζσζε (2) γξάθεηαη: 
 
 
 
 
 
 
 
 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε φηη ε εμίζσζε έρεη δηπιή  
 

ξίδα ηελ         . 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x + 
 β 

2α

2

 = 
Γ

4α
2
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x + 
 β 

2α
 = 

Γ

2α
   ή   x + 

 β 

2α
 = - 

Γ

2α
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x = 
 -β + Γ 

2α
  ή   x = 

 -β - Γ 

2α
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x1 = 
 -β + Γ 

2α
  και  x2 = 

 -β - Γ 

2α
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x1,2 = 
 -β   Γ 

2α
 .± 
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x + 
 β 

2α

2

 = 0
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x + 
 β 

2α
   x + 

 β 

2α
 = 0• 
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x + 
 β 

2α
 = 0   ή   x + 

 β 

2α
 = 0
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x = - 
 β 

2α
   ή   x = - 

 β 

2α
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 Αλ Γ < 0, ηφηε ε εμίζσζε (2), άξα θαη ε ηζνδχλακή ηεο 

(1), δελ έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο, δειαδή είλαη αδύλαηε 
ζην R. 

Ζ αιγεβξηθή παξάζηαζε Γ = β
2
 - 4αγ, απφ ηελ ηηκή ηεο 

νπνίαο εμαξηάηαη ην πιήζνο ησλ ξηδψλ ηεο εμίζσζεο 

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 , νλνκάδεηαη δηαθξίλνπζα απηήο. 

Σα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα ζπλνςίδνληαη ζηνλ 
αθφινπζν πίλαθα: 
 

Γ = β
2
 - 4αγ Ζ εμίζσζε  

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 

Γ > 0 Έρεη δχν ξίδεο άληζεο ηηο     

 
Γ = 0  

Έρεη κηα δηπιή ξίδα ηε  
   

Γ < 0 Δίλαη αδχλαηε ζην R . 

 
Γηα παξάδεηγκα 

 Ζ εμίζσζε 2x
2
 - 3x + 1 = 0 έρεη  

Γ = (-3)
2
 - 4   2   1 = 1 > 0, νπφηε έρεη δπν ξίδεο ηηο                             

 

θαη 
 

 
 

 Ζ εμίζσζε x
2
 - 4x + 4 = 0 έρεη  Γ = (-4)

2
 - 4 • 1 • 4 = 0,  

 

νπφηε έρεη κηα δηπιή ξίδα ηελ                      . 
 

 

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε ιχλεηαη ζχληνκα σο εμήο: 

x
2
 - 4x + 4 = 0     (x - 2)

2
 = 0     x = 2 (δηπιή ξίδα). 

 

 Ζ εμίζσζε 2x
2
 - 3x + 4 = 0 έρεη  
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x1,2 = 
 -β   Γ 

2α
 .± 
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x1 = 
3 + 1

2   2
 = 1

• 
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x2 = 
3 - 1

2   2
 = 

 1 

2
 .

• 
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x = 
-(-4)

2   1
 = 2

• 
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2α

• 
 

• 
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Γ = (-3)
2
 - 4 • 2 • 4 = -23 < 0, νπφηε δελ έρεη 

πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε εμίζσζε  αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 

έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο x1,x2, έρνπκε: 
 
 

θαη 
 
 
 
 
 
 
 

Αλ κε S ζπκβνιίζνπκε ην άζξνηζκα x1 + x2 θαη κε P ην 

γηλφκελν x1 • x2, ηφηε έρνπκε ηνπο ηχπνπο: 

 

 
 

 
πνπ είλαη γλσζηνί σο ηχπνη Vieta. 
 

Ζ εμίζσζε αx
2
 + βx + γ = 0, κε ηελ βνήζεηα ησλ ηχπσλ 

ηνπ Vieta, κεηαζρεκαηίδεηαη σο εμήο: 
 

αx
2
 + βx + γ = 0 

 

 x
2
 - (x1 + x2) • x + x1 • x2 = 0 

x
2
 - Sx + P = 0 

 

 

Ζ ηειεπηαία κνξθή ηεο εμίζσζεο αx
2
 + βx + γ = 0 καο 

δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα ηελ θαηαζθεπάζνπκε, φηαλ 
γλσξίδνπκε ην άζξνηζκα θαη ην γηλφκελν ησλ ξηδψλ ηεο. 
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x1 + x2 = 
-β + Γ

2α
 + 

-β - Γ

2α
 =
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= 
-2β

2α
 = - 

β

α
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x1   x2 = 
-β + Γ

2α
   

-β - Γ

2α
 =• 

 

• 
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= 
( )-β

2
 - ( )Γ

2

4α
2

 = 
β

2
 - β

2
 - 4αγ

4α
2

 =
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= 
4αγ

4α
2
 = 

 γ 

α
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S = - 
 β 

α
  και  P = 

 γ 

α
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x
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 + 

 β 

α
x + 

 γ 

α
 = 0
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Γηα παξάδεηγκα ε εμίζσζε κε άζξνηζκα ξηδψλ 3 θαη  
 

γηλφκελν       είλαη ε x
2
 - 3x +      = 0 

 
 

ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

1ε Λα ιπζεί ε εμίζσζε: 
 

Ι΢ΠΖ 
Ζ δηαθξίλνπζα είλαη: 
 
 
 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε έρεη δπν ξίδεο ηηο 
 
 
 
 

2ε Έλαο βξάρνο βξίζθεηαη ζηελ θνξπθή ηεο 
ραξάδξαο ελόο πνηακνύ, ε νπνία έρεη βάζνο 
300m. Ξόζνο ρξόλνο απαηηείηαη κέρξη ηε ζηηγκή, 
πνπ ν βξάρνο ζα αγγίμεη ην λεξό ηνπ πνηακνύ, αλ 
ν βξάρνο 
i) πέζεη από ηελ θνξπθή; 
ii) εθζθελδνληζηεί θαηαθόξπθα πξνο ηα θάησ κε 

ηαρύηεηα 50 m/sec; Γίδεηαη όηη g ~ 10 m/sec2. 
 

Ι΢ΠΖ 
i) Δίλαη γλσζηφ απφ ηελ Φπζηθή φηη ην δηάζηεκα S πνπ 

δηαλχεη έλα ζψκα ζηελ ειεχζεξε πηψζε ζε ρξφλν t  
 

sec είλαη:  
 

Δπεηδή S = 300m θαη g ~           
 

 
έρνπκε:  
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x
2
 - 2( 3 + 1)x + 4 3 = 0
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Γ = 4( 3 + 1)
2
 - 4   4 3 =• 
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= 4 ( 3)
2
 - 2 3 + 1  = 4( 3 - 1)

2
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2( 3 + 1)   4( 3 - 1)

2

2
 =± 
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= 
2 3 + 2   2( 3 - 1)

2
 =

± 
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2 3

2 
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S = 
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2
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10 
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   10t
2
 = 300      5t

2
 = 300     t

2
 = 60      t = ±         

 
     t ~  ± 7,75   

 

Ζ αξλεηηθή ξίδα δελ είλαη απνδεθηή, δηφηη ν ρξφλνο ζην 
ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα δελ κπνξεί λα είλαη αξλεηηθφο. 
Άξα t ~ 7,75sec . 
 

ii) ΋ηαλ ην ζψκα έρεη αξρηθή ηαρχηεηα v0, ην δηάζηεκα  
 

πνπ δηαλχεη ζε ρξφλν t sec είλαη:  
 

Δπεηδή                      θαη t > 0 ζα έρνπκε : 
 

 5t
2
 + 50t - 300 = 0 

t
2
 + 10t - 60 = 0 

 
 
 

                                       ~ 
 
 

Άξα, ν δεηνχκελνο ρξφλνο είλαη πεξίπνπ 4,22sec. 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
Καηά ηελ επίιπζε ελφο πξνβιήκαηνο, φπσο είδακε θαη 
παξαπάλσ, δελ πξέπεη λα μερλάκε λα ειέγρνπκε, αλ νη 
ιχζεηο πνπ βξήθακε είλαη εχινγεο. 
 

Δμηζώζεηο πνπ αλάγνληαη ζε εμηζώζεηο 2νπ βαζκνύ 
 

΢ηε ζπλέρεηα ζα δνχκε, κε ηε βνήζεηα παξαδεηγκάησλ, 
πψο κπνξνχκε λα επηιχζνπκε εμηζψζεηο νη νπνίεο δελ 
είλαη κελ 2νπ βαζκνχ, αιιά, κε θαηάιιειε δηαδηθαζία, 
αλάγνληαη ζε εμηζψζεηο 2νπ βαζκνχ. 
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ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 1ν: 
 

Να ιπζεί ε εμίζσζε 

x
2
 - 2|x| - 3 = 0. 

 

 

Ι΢ΠΖ 
 

Δπεηδή x
2
 = |x|

2
, ε εμίζσζε γξάθεηαη: 

|x|
2
 - 2|x| - 3 = 0 

Αλ ζέζνπκε |x| = σ, ηφηε ε εμίζσζε γίλεηαη 

σ
2
 - 2σ - 3 = 0 . 

Ζ εμίζσζε απηή έρεη ξίδεο ηηο σ1 = 3 θαη σ2 = -1. Απφ 

απηέο δεθηή είλαη κφλν ε ζεηηθή, αθνχ σ = |x| ≥ 0. 
Δπνκέλσο |x| = 3, πνπ ζεκαίλεη 
x = -3 ή x = 3 . 
 

 
ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 2ν: 
 

Να ιπζεί ε εμίζσζε: 
 
 

 
Ι΢ΠΖ 
 

Γηα λα νξίδεηαη ε εμίζσζε πξέπεη x - 1 ≠ 0 θαη x
2
 - x ≠ 0 , 

δειαδή x ≠ 0 θαη x ≠ 1. Με απηνχο ηνπο πεξηνξηζκνχο 
ηνπ x έρνπκε: 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

Ζ ηειεπηαία εμίζσζε έρεη ξίδεο  x1 = 1 θαη x2 = 3 . Απφ 

απηέο, ιφγσ ηνπ πεξηνξηζκνχ, δεθηή είλαη κφλν ε x2 = 3. 
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3x - 1

x - 1
 - 

 2 

x
 = 

2x
2
 + x - 1

x
2
 - x

 .
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x - 1
 - 

 2 

x
 = 

2x
2
 + x - 1

x
2
 - x

 .
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x(x -1)
3x - 1

x - 1
 - x(x - 1)

 2 

x
 =
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= x(x - 1)
2x

2
 + x - 1

x(x - 1)
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2
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x
2
- 4x + 3 = 0 
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ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 3ν: 
 

Να ιπζεί ε εμίζσζε: 
 

2x
4
 - 7x

2
 - 4 = 0                (1) 

 

 

Ι΢ΠΖ 
 

Αλ ζέζνπκε x
2
 = y ε εμίζσζε γίλεηαη: 

2y
2
 - 7y - 4 = 0         (2) 

 

 

Ζ εμίζσζε 2y
2
 - 7y - 4 = 0 έρεη ξίδεο ηηο y1 = 4 θαη                    

 
 

Δπεηδή y = x
2
 ≥ 0, δεθηή είλαη κφλν ε y1 = 4 . 

Δπνκέλσο, νη ξίδεο ηεο (1) είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο  

x
2
 = 4 , δειαδή νη x1 = -2 θαη x2 = 2 . 

 

 

ΠΣΝΙΗΝ 
 

Ζ κέζνδνο πνπ αθνινπζήζακε ζην παξαπάλσ 
παξάδεηγκα εθαξκφδεηαη θαη γηα ηελ επίιπζε θάζε 
εμίζσζεο ηεο κνξθήο: 

αx
4
 + βx

2
 + γ = 0, κε α ≠ 0 

Οη εμηζψζεηο ηεο κνξθήο απηήο νλνκάδνληαη 

δηηεηξάγσλεο εμηζψζεηο. 
 

 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 
 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο:  

i) 2x
2
 - 5x + 3 = 0   ii) x

2
 - 6x + 9 = 0   iii) 3x

2
 + 4x + 2 = 0. 

 

 
2. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 

i) x
2
 - 1,69 = 0 ii) 0,5x

2
 - x = 0 iii) 3x

2
 + 27 = 0 
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y2 = - 
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2
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3. Να απνδείμεηε φηη νη παξαθάησ εμηζψζεηο έρνπλ 
πξαγκαηηθέο ξίδεο: 

i) ιx
2
 + 2x - (ι - 2) = 0 , ι ≠ 0 

ii) αx
2
 + (α + β)x + β = 0 , α ≠ 0 

 
4. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ κ   R γηα ηηο νπνίεο ε εμίζσζε 

κx
2
 + 2x + κ = 0,  κ ≠ 0 έρεη δηπιή ξίδα. 

 

 
5. Αλ α ≠ β, λα δείμεηε φηη είλαη αδχλαηε ζην R ε 

εμίζσζε (α
2
 + β

2
)x

2
 + 2(α + β)x + 2 = 0. Να εμεηάζεηε 

ηελ πεξίπησζε πνπ είλαη α = β . 
 

 
6. Να βξείηε ηελ εμίζσζε 2νπ βαζκνχ πνπ έρεη ξίδεο 

ηνπο αξηζκνχο 

 i) 2 θαη 3     ii) 1 θαη    iii)                                 . 
 

 
7. Να βξείηε δπν αξηζκνχο, εθφζνλ ππάξρνπλ, πνπ λα 

έρνπλ 
i) Άζξνηζκα 2 θαη γηλφκελν -15 . 
ii) άζξνηζκα 9 θαη γηλφκελν 10. 

 

 
8. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο:  
 
 

9. Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε  x
2
 + α

2
 = β

2
 - 2αx, γηα ηηο 

δηάθνξεο ηηκέο ησλ α, β    R . 
 

 

10. Να βξείηε ηηο πιεπξέο ελφο νξζνγσλίνπ κε 
πεξίκεηξν 68cm θαη δηαγψλην 26cm. 

 

11. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 

 i) x
2
- 7|x| + 12 = 0  ii) x

2
 + 2|x| - 35 = 0  

M at h Com poser  1. 1. 5
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2
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5 - 2 6 και 5 + 2 6
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i) x
2
 - ( 5 + 3)x + 15 = 0
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ii) x
2
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 iii)  x
2
- 8|x| + 12 = 0. 

 

12. Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε (x - 1)
2
 + 4|x - 1| - 5 = 0. 

 

 
13. Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε 
 

14. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 

 
 

 
 

15. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 

 i) x
4
 + 6x

2
 - 40 = 0  ii) 4x

4
 + 11x

2
 - 3 = 0  

 iii) 2x
4
 + 7x

2
 + 3 = 0. 

 

 
Β' ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Γίλεηαη ε εμίζσζε  α
2
x

2
 - 2α

3
x + α

4
 - 1 = 0, κε α ≠ 0. 

i) Να δείμεηε φηη ε δηαθξίλνπζα ηεο εμίζσζεο είλαη  

Γ = 4α
2
. 

ii) Να δείμεηε φηη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο είλαη νη   
 

 
 
2. Γίλεηαη ε εμίζσζε 

 
i) Να δείμεηε φηη ε δηαθξίλνπζα ηεο εμίζσζεο είλαη  
 

 
 

ii) Να δείμεηε φηη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο είλαη νη 3 θαη  
 

2 -      . 
 

 

3. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ α   R γηα ηηο νπνίεο ε εμίζσζε                      

2x
2
 + (α - 9)x + α

2
 + 3α + 4 = 0 έρεη δηπιή ξίδα. 
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x + 
 1 

x

2

 - 5 x + 
 1 

x
 + 6 = 0 .
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ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) 
x

x + 1
 + 

x + 1

x
 = 

13

6
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ii) 
 2 

x
 + 

2x - 3

x - 2
 + 

2 - x
2

x
2
 - 2x

 = 0 .
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α
2
 + 1

α
  και  

α
2
 - 1

α
 .
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x
2
 - (5 - 2)x + 6 - 3 2 = 0 .
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2
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4. Αλ ν αξηζκφο ξ είλαη ε ξίδα ηεο εμίζσζεο  

αx
2
 + βx + γ = 0, κε  α  γ ≠ 0, λα δείμεηε φηη ν αξηζκφο  

 

είλαη ε ξίδα ηεο εμίζσζεο   γx
2
 + βx + α = 0 . 

 

 
 
5. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 
 

                                    

α ≠ 0 

 
                                         α, β ≠ 0 
 

6. Γίλεηαη ε εμίζσζε x
2
 + 2ιx - 8 = 0 

i) Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο  
γηα θάζε ι    R . 

ii) Αλ ε κηα ξίδα ηεο εμίζσζεο ηζνχηαη κε ην  
ηεηξάγσλν ηεο άιιεο, ηφηε λα βξεζνχλ νη ξίδεο θαη  
ε ηηκή ηνπ ι. 

 

 

7. Να εμεηάζεηε αλ ππάξρνπλ δηαδνρηθνί αθέξαηνη πνπ 
λα είλαη κήθε πιεπξψλ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ. 

 

 
8. Ζ ζεκαία ηνπ δηπιαλνχ  

ζρήκαηνο έρεη δηαζηάζεηο  
4m θαη 3m αληηζηνίρσο. Να  
βξείηε πιάηνο d ηνπ ζηαπξνχ,  
αλ γλσξίδνπκε φηη ην  
εκβαδφλ ηνπ είλαη ίζν κε ην  
εκβαδφλ ηνπ ππφινηπνπ  
κέξνπο ηεο ζεκαίαο. 

 

9. Μηα θαηαζθεπαζηηθή εηαηξεία δηαζέηεη δπν κεραλήκα-
ηα Α θαη Β. Σν κεράλεκα Β ρξεηάδεηαη 12 ψξεο πε-
ξηζζφηεξν απφ φηη ην κεράλεκα Α γηα λα ηειεηψζεη  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

ρ
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 1 

α
 = α + 

 1 

x
 ,
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έλα ζπγθεθξηκέλν έξγν. Ο ρξφλνο πνπ απαηηείηαη γηα  
λα ηειεηψζεη ην έξγν, αλ ρξεζηκνπνηεζνχλ θαη ηα  
δπν κεραλήκαηα καδί είλαη 8 ψξεο. Να βξείηε ην  
ρξφλν πνπ ζα ρξεηαδφηαλ ην θάζε κεράλεκα γηα λα  
ηειεηψζεη ην έξγν απηφ αλ εξγαδφηαλ κφλν ηνπ. 

 

10. Δίλαη γλσζηφ φηη κηα ξίδα ηεο εμίζσζεο  

x
4
 - 10x

2
 + α = 0 είλαη ν αξηζκφο 1. Να βξείηε ην α θαη  

λα ιχζεηε ηελ εμίζσζε. 
 

 

 

ΔΟΥΡΖΠΔΗΠ ΘΑΡΑΛΝΖΠΖΠ 
 

 

I. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο λα 
θπθιώζεηε ην γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
αιεζήο γηα όινπο ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β 
θαη γ. Γηαθνξεηηθά λα θπθιώζεηε ην γξάκκα Τ. 
 

 

1. 
Ζ εμίζσζε (α - 1)x = α(α -1) έρεη κνλαδηθή 
ιχζε ηελ x = α.  

A Φ 

2. 
H εμίζσζε (|x| + 1)(|x| + 2)  = 0  είλαη 
αδχλαηε. 

Α Φ 

3. 
Ζ εμίζσζε (|x| - 1)(|x| - 2|) = 0 έρεη δχν 
πξαγκαηηθέο ξίδεο 

A Φ 

4. 
Ζ εμίζσζε (|x| - 1)(|x| + 2|) = 0 έρεη δχν 
πξαγκαηηθέο ξίδεο 

Α Φ 

5. Ζ εμίζσζε |x| = x - 2 έρεη κνλαδηθή ιχζε. Α Φ 

6. Ζ εμίζσζε |x| = 2 - x έρεη κνλαδηθή ιχζε. Α Φ 

7. 

Αλ νη ζπληειεζηέο α θαη γ ηεο εμίζσζεο 

αx
2
 + βx + γ = 0 είλαη εηεξφζεκνη, ηφηε ε 

εμίζσζε έρεη δχν ξίδεο άληζεο. 

Α Φ 
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8. 
Αλ δχν εμηζψζεηο 2νπ βαζκνχ έρνπλ ηηο ίδηεο 
ξίδεο, ηφηε νη ζπληειεζηέο ησλ ίζσλ δπλάκε-
σλ ηνπ x ησλ εμηζψζεσλ απηψλ είλαη ίζνη. 

Α Φ 

9. 
Ζ εμίζσζε αx

2
 + 2x - α = 0 έρεη δχν ξίδεο 

πξαγκαηηθέο θαη άληζεο. 
Α Φ 

10. 
Ζ εμίζσζε x

2
 - 4αx + 4α

2
 = 0, κε α ≠ 0, έρεη δχν 

ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο. 
A Φ 

11. 
Ζ εμίζσζε α

2
x

2
 - 2αx + 2 = 0, κε α ≠ 0, δελ έρεη 

πξαγκαηηθέο ξίδεο. 
Α Φ 

12. 
Ζ εμίζσζε 2x

2
 + 3αx + α

2
 = 0 δελ έρεη 

πξαγκαηηθέο ξίδεο. 
Α Φ 

13. 

 

Ζ εμίζσζε                                      κε α ≠ 0,1  
 

έρεη δχν άληζεο θαη αληίζηξνθεο πξαγκαηηθέο 
ξίδεο. 

Α Φ 

14. 

 
Οη εμηζψζεηο                           θαη 
 

x
2
 - 3x + 2 = 0 έρνπλ ηηο ίδηεο ιχζεηο. 

Α Φ 

15. 

 
Οη εμηζψζεηο                       θαη  
 

(2x
2
 + 3x + 1) = 5(x

2
 - 1) έρνπλ ηηο ίδηεο ιχζεηο. 

A Φ 

16. 
Τπάξρνπλ πξαγκαηηθνί αξηζκνί x θαη y πνπ 
λα έρνπλ άζξνηζκα S = -10 θαη γηλφκελν  
P = 16 . 

Α Φ 

17. 
Τπάξρνπλ πξαγκαηηθνί αξηζκνί x θαη y πνπ 
λα έρνπλ άζξνηζκα S = 10 θαη γηλφκελν P = 25  

Α Φ 

18. 
Τπάξρνπλ πξαγκαηηθνί αξηζκνί x θαη y πνπ 
λα έρνπλ άζξνηζκα S = 2 θαη γηλφκελν P = 2 . 

Α Φ 
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x
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α
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x
2
 - 3x + 2

x - 1
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2x
2
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x - 1
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ΗΗ Λα εληνπίζεηε ην ιάζνο ζηνπο παξαθάησ   
     ζπιινγηζκνύο: 
1.  Ζ εμίζσζε (2x - 1)(x + 2) = (3 - 2x)(x + 2) γξάθεηαη  

ηζνδχλακα: 
(2x - 1)(x + 2) = (3 - 2x)(x + 2)      2x - 1 = 3 - 2x       

4x = 4      x = 1. 
΋κσο θαη ν αξηζκφο x = -2 επαιεζεχεη ηε δνζείζα  
εμίζσζε. 

 
2. Ζ εμίζσζε |2x - 1| = x - 2 γξάθεηαη ηζνδχλακα: 

|2x - 1| = x - 2      2x - 1 = x - 2 ή  
2x - 1 = 2 - x       x = -1 ή  x = 1. 
΋κσο θακία απφ ηηο ηηκέο απηέο ηνπ x  
δελ επαιεζεχεη ηε δνζείζα εμίζσζε. 

 

ΗΠΡΝΟΗΘΝ ΠΖΚΔΗΥΚΑ 
 

 
Απφ ηα αξραία ρξφληα νη καζεκαηηθνί ρξεζηκνπνίεζαλ 
δηάθνξεο ηερληθέο γηα λα ιχζνπλ κηα εμίζσζε 2νπ 
βαζκνχ. 
 

Οη αξραίνη Έιιελεο ρξεζηκνπνίεζαλ γεσκεηξηθέο 
κεζφδνπο, ίζσο ιφγσ ησλ δπζθνιηψλ πνπ είραλ κε 
ηνπο άξξεηνπο αξηζκνχο, αιιά θαη ιφγσ πξαθηηθψλ 
δπζθνιηψλ πνπ πξνέθππηαλ απφ ηα ειιεληθά ςεθία. 
 

Οη Ηλδνί θαη νη Άξαβεο ρξεζηκνπνίεζαλ κηα κέζνδν 
φκνηα κε ηε ζεκεξηλή δηαδηθαζία «ζπκπιήξσζεο 
ηεηξαγψλνπ», πεξηγξάθνληαο φκσο ιεθηηθά ηνλ ηξφπν 
εχξεζεο ησλ ιχζεσλ. Απηνί ζεσξνχζαλ σο 
δηαθνξεηηθνχ ηχπνπ θάζε κία απφ ηηο εμηζψζεηο 
 

x
2
 + px = q, x

2
 - px = q, x

2
 - px = -q .  

 

 

΢ήκεξα φκσο γξάθνπκε ηηο εμηζψζεηο απηέο κε ηε 

γεληθή κνξθή αx
2
 + βx + γ = 0 
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Ο ζχγρξνλνο ζπκβνιηζκφο άξρηζε λα εκθαλίδεηαη πεξί 
ην 1500 κ.Υ, θαη νη δπλαηφηεηεο ρξεζηκνπνίεζεο αξλε-
ηηθψλ ξηδψλ θαη αθφκα κηγαδηθψλ ξηδψλ πξνηάζεθαλ 
απφ ηνπο Cardano θαη Girard. Ζ γεσκεηξηθή παξάζηαζε 
ησλ αξλεηηθψλ ξηδψλ απφ ηνλ Descartes θαη ησλ 
κηγαδηθψλ αξηζκψλ απφ ηνχο Wessel, Argand θαη 
Gauss έθακε ηνπο αξηζκνχο απηνχο πεξηζζφηεξν 
απνδεθηνχο σο ξίδεο κηαο δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο. 
΋κσο ε πνηθηιία ησλ επηιχζεσλ πνπ αλαπηχρζεθε ηα 
αξραία ρξφληα καο ελέπλεπζε λα αλαπηχμνπκε κεξηθνχο 
ηξφπνπο εμαγσγήο ηνπ ηχπνπ  
 
 
 
πνπ δίλεη ηηο ξίδεο ηεο γεληθήο εμίζσζεο 2νπ βαζκνχ 

 

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 . 

 

΢ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνπκε ηξεηο κεζφδνπο επίιπζεο 
κίαο εμίζσζεο 2νπ

 
βαζκνχ. 

 

 
Μέζνδνο ησλ Ηλδψλ 
 

Ζ επίιπζε απηή πνπ επηλνήζεθε ζηελ Ηλδία, απνδίδεηαη 
ζηνλ Sridhara (1025 κ. Υ. πεξίπνπ). Έρνπκε δηαδνρηθά: 

αx
2
 + βx + γ = 0  

αx
2
 + βx = -γ 

Πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα δχν κέιε ηεο εμίζσζεο κε 4α 

θαη χζηεξα πξνζζέηνπκε ην β
2
 θαη ζηα δχν κέιε, γηα λα 

πξνθχςεη έλα «ηέιεην» ηεηξάγσλν ζην αξηζηεξφ κέινο. 
Γειαδή 
 

4α
2
x

2
 + 4αβx = -4αγ  

4α
2
 x

2
 + 4αβx + β

2
 = β

2
 - 4αγ  

(2αx + β)
2
 = β

2
 - 4αγ 

     

εθφζνλ β
2
 - 4αγ ≥ 0. 
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2
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2α
 

±  
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2
 - 4αγ,±  

 97 / 74 



Έηζη πξνθχπηεη φηη:  
 
 
 
 

Πρόιην: Ζ απιφηεηα ηεο κεζφδνπ ησλ Ηλδψλ 
ραξαθηεξίδεηαη απφ ην γεγνλφο φηη ην θιάζκα δελ 
εκθαλίδεηαη. παξά κφλν ζην ηειεπηαίν βήκα. 
 

Κέζνδνο ηνπ Vieta 
 

Ζ εμίζσζε 2νπ βαζκνχ  

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 κπνξεί λα ιπζεί επθνιφηεξα, αλ 

δελ πεξηέρεη ηνλ πξσηνβάζκην φξν βx, πξάγκα πνπ 
κπνξεί εχθνια λα επηηεπρζεί κε ηελ αληηθαηάζηαζε 
 

         (1) 
 
 

Σφηε ε εμίζσζε γίλεηαη:  
 
ε νπνία φηαλ απινπνηεζεί γίλεηαη: 
 
 
 

Οη ξίδεο ηεο εμίζσζεο απηήο είλαη  
 

εθφζνλ β
2 

- 4αγ ≥ 0 
 

 

Γηα λα βξνχκε ηηο ξίδεο ηεο αξρηθήο εμίζσζεο 
αληηθαζηζηνχκε ηελ παξαπάλσ ηηκή ηνπ y ζηελ (1) θαη 
έρνπκε: 
 
 
 
 

Οπφηε  
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±  
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β

2α
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α y - 
β

2α

2

 + β y - 
β

2α
 + γ = 0
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αy
2
 + 

-β + 4αγ

4α
 = 0  .
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  β

2
 - 4αγ

2α
±  
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β
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2α
 - 

β
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±  
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Πρόιην: Ζ κέζνδνο απηή ηνπ Vieta είλαη ελδηαθέξνπζα, 
γηαηί είλαη ν πξνάγγεινο ηεο ηερληθήο γηα ηελ επίιπζε 
ηεο γεληθήο ηξηηνβάζκηαο θαζψο θαη ηεο δηηεηξάγσλεο 
εμίζσζεο. Γηα παξάδεηγκα, ην πξψην βήκα ζηελ 

επίιπζε ηεο εμίζσζεο αx
3
 + βx

2
 + γx + δ = 0,  

 

είλαη ε αληηθαηάζηαζε                  πνπ απαιιάζζεη ηελ  
 

εμίζσζε απφ ην δεπηεξνβάζκην φξν. 
 

Κέζνδνο ηνπ Harriot 
 

Ο καζεκαηηθφο Thomas Harriot (1560-1621) εθάξκνζε 
ηε κέζνδν ηεο παξαγνληνπνίεζεο, γηα λα βξεη ηηο 
ιχζεηο κηαο εμίζσζεο 2νπ βαζκνχ, ζην κεγάιν έξγν ηνπ 
γηα ηελ άιγεβξα «Artis Analytical Praxis». Ζ ηερληθή ηνπ 
είλαη ε εμήο πεξίπνπ: 

Τπνζέηνπκε φηη x1 θαη x2 είλαη νη ξίδεο ηεο 

δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο 

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0  (1). 

΢ρεκαηίδνπκε ηψξα κία εμίζσζε κε ξίδεο x1 θαη x2 . 

Απηή είλαη ε  (x - x1 )(x - x2 ) = 0 ή ,ηζνδχλακα, ε 
 

x
2
 - (x1 + x2) x + x1 x2 = 0         (2) 

 

Με δηαίξεζε ησλ κειψλ ηεο (1) κε   α ≠ 0 , βξίζθνπκε: 
 
                    (3) 
 

Δπεηδή νη εμηζψζεηο (2) θαη (3) είλαη ίδηεο, νη αληίζηνηρνη 
ζπληειεζηέο πξέπεη λα είλαη ίζνη. Δπνκέλσο: 
 

 
             θαη         (4) 

 

Ζ ηαπηφηεηα (x1 - x2)
2
 = (x1 + x2)

2
 - 4x1 x2 ζε  

 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = y - 
β

3α

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
 + 

 β 

α
x + 

 γ 

α
 = 0

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x1 + x2 = - 
 β 

α

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x1x2 = - 
 γ 

α

9 / 34 99 / 75-76 



 

ζπλδπαζκφ κε ηελ (4) δίλεη                                       
 

[εθφζνλ β
2
 - 4αγ ≥ 0]    (5) 

 
Λχλνληαο ην ζχζηεκα ησλ εμηζψζεσλ (4) θαη (5) έρνπκε: 

 
   θαη  

 
 

Πρόιην: Δίλαη αξθεηφ λα ζεσξήζνπκε κφλν ηε ζεηηθή 
ηεηξαγσληθή ξίδα ηεο (5). Ζ αξλεηηθή ξίδα απιψο 

ελαιιάζζεη ηε δηάηαμε ησλ x1 θαη x2 . 
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α
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  ΑΛΗΠΥΠΔΗΠ 

 

3.1 ΑΛΗΠΥΠΔΗΠ 1νπ ΒΑΘΚΝ΢   

 

Νη αληζώζεηο: αx + β > 0 θαη αx + β < 0 
 
Γλσξίζακε ζην Γπκλάζην ηε δηαδηθαζία επίιπζεο κηαο 
αλίζσζεο ηεο κνξθήο αx + β > 0 ή ηεο κνξθήο αx + β < 
0 , κε α θαη β ζπγθεθξηκέλνπο αξηζκνχο. Γεληθφηεξα 
έρνπκε: 
 

αx + β > 0       αx + β - β > -β 
αx > -β 

 

 

Γηαθξίλνπκε ηψξα ηηο εμήο πεξηπηψζεηο: 
 Αλ α > 0, ηφηε: 
 
 
 
 
 Αλ α < 0, ηφηε: 
 
 
 
 
 
 Αλ α = 0, ηφηε ε αλίζσζε γίλεηαη 0x > -β, ε νπνία  
 αιεζεχεη γηα θάζε x    R, αλ είλαη  β > 0, ελψ  
 είλαη αδχλαηε, αλ είλαη β < 0 . 
 

Γηα παξάδεηγκα: 
 Ζ αλίζσζε 4x > 8 γξάθεηαη: 
 
 
 

3 
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Δπνκέλσο ε αλίζσζε απηή αιεζεχεη γηα x    (2, +∞) 
 
 
 
 Ζ αλίζσζε -4x > 8 γξάθεηαη: 
 
 
 

Δπνκέλσο ε αλίζσζε απηή αιεζεχεη γηα x    (-∞,-2). 
 
 
 
 Ζ αλίζσζε 0x > -2 αιεζεχεη γηα θάζε x    R , ελψ ε 
αλίζσζε 0x > 2 είλαη αδχλαηε. 
 

ΔΦΑΟΚΝΓH 
 

i) Λα ιπζνύλ νη αληζώζεηο: 
2(x + 4) - (x + 6) < 12 - x   θαη 

                                      
 
 

ii) Λα βξεζνύλ νη θνηλέο ιύζεηο ησλ δύν αληζώζεσλ. 
 

Ι΢ΠΖ 
i) Γηα ηελ πξψηε αλίζσζε έρνπκε: 
 

2(x + 4) - (x + 6) < 12 - x     2x + 8 - x - 6 < 12 - x 
2x - x + x < 12 + 6 - 8  
2x < 10 

 
 
 

x < 5 . 
 

 

Άξα ε αλίζσζε αιεζεχεη γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ  
x < 5 . 
 

x  
 

x' 
  

 

2  
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x  
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-2  
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Γηα ηε δεχηεξε αλίζσζε έρνπκε: 
 

 12x + x +10 ≥ 12(1 + x) 
 12x + x +10 ≥ 12 + 12x 
 x ≥ 2. 
Άξα ε αλίζσζε αιεζεχεη γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ  
x ≥ 2 
 

ii) Δπεηδή ε πξψηε αλίζσζε αιεζεχεη γηα x < 5 θαη ε 
δεχηεξε γηα x ≥ 2, νη αληζψζεηο ζπλαιεζεχνπλ γηα 
θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ x κε 2 ≤ x ≤ 5 , δειαδή νη 
αληζψζεηο ζπλαιεζεχνπλ φηαλ x    [2,5). 
Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ θνηλψλ ιχζεσλ ησλ δχν 
αληζψζεσλ καο δηεπθνιχλεη λα παξαζηήζνπκε ηηο 
ιχζεηο ηνπο ζηνλ ίδην άμνλα (΢ρήκα), απ’ φπνπ πξν-
θχπηεη φηη   2 ≤ x ≤ 5 

 
 
 

Αληζώζεηο κε απόιπηεο ηηκέο 
 

Με ηε βνήζεηα ησλ ηδηνηήησλ ηεο απφιπηεο ηηκήο θαη 
ηεο έλλνηαο ηεο απφζηαζεο δχν αξηζκψλ, κπνξνχ-κε λα 
επηιχνπκε αληζψζεηο πνπ πεξηέρνπλ απφιπηεο ηηκέο. 
΢ηε ζπλέρεηα ζα δνχκε κεξηθά παξαδείγκαηα επίιπζεο 
ηέηνησλ αληζψζεσλ. 
 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 1ν 
 

Να ιπζεί ε αλίζσζε: |x - 2| < 3. 
 

 

Ι΢ΠΖ 
 

Ζ επίιπζε ηεο αλίζσζεο |x - 2| < 3, κε ηε βνήζεηα ηεο 
ηδηφηεηαο 
 

|x - x0| < ξ       x0 - ξ < x < x0 + ξ 
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γίλεηαη σο εμήο: 
 

|x - 2| < 3       2 - 3 < x < 2 + 3 
   -1 < x < 5 
 

Μπνξνχκε φκσο λα ιχζνπκε ηελ παξαπάλσ αλίζσζε 
θαη κε ηε βνήζεηα ηεο ηδηφηεηαο 
 

|x| < ξ      -ξ < x < ξ 
 

σο εμήο: 
 

 |x - 2| < 3  -3 < x - 2 < 3 
  -3 + 2 < x - 2 + 2 < 3 + 2 
  -1 < x < 5 .  
Άξα ε αλίζσζε αιεζεχεη γηα x    (-1,5) . 
 

 
ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 2ν 
 

Να ιπζεί ε αλίζσζε: |2x -1| > 5 
 

 

ΛΤ΢Ζ 
 

Απφ ηελ ηδηφηεηα |x| > ξ      x < -ξ   ή   x > ξ έρνπκε :  
 |2x - 1| > 5  2x - 1 < -5 ή 2x - 1 > 5 
  2x < -4 ή 2x > 6 
  x < -2 ή x > 3  
 

Άξα ε αλίζσζε αιεζεχεη γηα x   (-∞,-2) U (3,+∞). 
 

 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 
1. Να ιχζεηε ηηο αληζψζεηο:  
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2. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ζπλαιεζεχνπλ 
νη αληζψζεηο  

 

3x - 1 < x + 5 θαη  
 

3. Να εμεηάζεηε αλ ζπλαιεζεχνπλ νη αληζψζεηο: 
 
 
 

4. Να βξείηε ηα x    Z γηα ηα νπνία ζπλαιεζεχνπλ νη 
αληζψζεηο: 

 
 
 

5. Να ιχζεηε ηηο αληζψζεηο: 

 i) |x| < 3 ii) |x -1| ≤ 4    iii) |2x +1| < 5 

 
6. Να ιχζεηε ηηο αληζψζεηο: 

 i) |x| ≥ 3 ii) |x - 1| > 4   iii) |2x +1| ≥ 5. 
 

 
7. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 

 i) |2x - 6| = 2x - 6 ii) |3x -1| = 1 - 3x. 
 

 
8. Να ιχζεηε ηηο αληζψζεηο: 
 
 

 
9. Να ιχζεηε ηελ αλίζσζε  
 

10. Να βξείηε ηελ αλίζσζε ηεο κνξθήο |x - x0| < ξ, πνπ 

έρεη σο ιχζεηο ηνπο αξηζκνχο ηνπ δηαζηήκαηνο (-7,3). 
 

11. Ζ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηνπο βαζκνχο Κειζίνπ (
o
C) κε  
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ηνπο βαζκνχο Φαξελάτη (
o
F) είλαη ε                        .  

 

΢ηε δηάξθεηα κηαο λχρηαο ε ζεξκνθξαζία ζε κηα  

πφιε θπκάλζεθε απφ 41
o
F κέρξη 50

o
F. Να βξείηε ην  

δηάζηεκα κεηαβνιήο ηεο ζεξκνθξαζίαο ζε 
o
C. 

 

Β' ΝΚΑΓΑΠ 
 
 

1. Να βξείηε ηηο ηηκέο x γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη: 
 

 i) 3 ≤ 4x -1 ≤ 6 ii) -4 ≤ 2 - 3x ≤ -2. 
 

 
2. Να βξείηε ηηο ηηκέο x γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη: 
 

 i) 2 ≤ |x| ≤ 4 ii) 2 ≤ |x - 5| ≤ 4. 
 

 
3. Έζησ Α θαη Β ηα ζεκεία πνπ παξηζηάλνπλ ζε έλαλ 

άμνλα ηνπο αξηζκνχο -3 θαη 5 θαη Μ ην κέζν ηνπ 
ηκήκαηνο ΑΒ. 

i) Πνηνο αξηζκφο αληηζηνηρεί ζην ζεκείν Μ; 

ii) Να δηαηππψζεηε γεσκεηξηθά ην δεηνχκελν ηεο  
αλίζσζεο |x - 5| ≤ |x + 3| θαη λα βξείηε ηηο ιχζεηο ηεο. 

iii) Να επηβεβαηψζεηε αιγεβξηθά ηα ζπκπεξάζκαηά ζαο. 
 

 
4. Έζησ Α θαη Β ηα ζεκεία πνπ παξηζηάλνπλ ζε έλαλ 

άμνλα ηνπο αξηζκνχο 1 θαη 7 θαη Μ ην κέζν ηνπ 
ηκήκαηνο ΑΒ. 

i) Πνηνο αξηζκφο αληηζηνηρεί ζην ζεκείν Μ; 

ii) Να δηαηππψζεηε γεσκεηξηθά ην δεηνχκελν ηεο εμί- 
ζσζεο |x - 1| + |x - 7| = 6 θαη λα βξείηε ηηο ιχζεηο ηεο. 

iii) Να επηβεβαηψζεηε αιγεβξηθά ηα ζπκπεξάζκαηά  
ζαο, αθνχ πξνεγνπκέλσο ζπληάμεηε πίλαθα  
πξνζήκνπ ησλ παξαζηάζεσλ x - 1 θαη x - 7 . 
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3.2 ΑΛΗΠΥΠΔΗΠ 2νπ ΒΑΘΚΝ΢       

 

Κνξθέο ηξησλύκνπ 

Ζ παξάζηαζε αx
2
 + βx + γ, α = 0 ιέγεηαη ηξηώλπκν 2νπ 

βαζκνύ ή, πην απιά, ηξηώλπκν. Ζ δηαθξίλνπζα Γ ηεο 

αληίζηνηρεο εμίζσζεο αx
2
 + βx + γ = 0 ιέγεηαη θαη 

δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλύκνπ. Οη ξίδεο ηεο εμίζσζεο  

αx
2
 + βx + γ = 0, δειαδή νη  

 

 
 

νλνκάδνληαη θαη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ. 
 

Σν ηξηψλπκν αx
2
 + βx + γ, α ≠ 0 κεηαζρεκαηίδεηαη σο 

εμήο: 
 

 
 
 
 
 

 
Δπνκέλσο: 
 

(1) 
 

 

Γηαθξίλνπκε ηψξα ηηο εμήο πεξηπηψζεηο: 
 

 

• Γ > 0 . Σφηε ηζρχεη                   , νπφηε έρνπκε: 
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Δπνκέλσο: 

αx
2
 + βx + γ = α(x - x1)(x - x2) , 

φπνπ x1, x2 νη ξίδεο ηνπ ηξησλχκνπ. 

 
Άξα, φηαλ Γ > 0, ηφηε ην ηξηψλπκν κεηαηξέπεηαη ζε 
γηλφκελν ηνπ α επί δχν πξσηνβάζκηνπο παξάγνληεο. 
 

 

• Γ = 0 . Σφηε απφ ηελ ηζφηεηα (1) έρνπκε: 
 
 
 

Άξα, φηαλ Γ = 0, ηφηε ην ηξηψλπκν κεηαηξέπεηαη ζε 
γηλφκελν ηνπ α επί έλα ηέιεην ηεηξάγσλν. 
 

 

• Γ < 0 . Σφηε ηζρχεη |Γ| = -Γ, νπφηε έρνπκε: 
 
 
 
Δπεηδή γηα θάζε x    R , ε παξάζηαζε κέζα ζηελ αγθχιε 
είλαη ζεηηθή, ην ηξηψλπκν δελ αλαιχεηαη ζε γηλφκελν 
πξσηνβάζκησλ παξαγφλησλ. 
΢πλνςίδνληαο ηα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα γηα ηηο 

κνξθέο ηνπ ηξησλχκνπ αx
2
 + βx + γ, α ≠ 0 κε 

δηαθξίλνπζα Γ έρνπκε: 
 

•  Αλ Γ > 0 ,ηφηε: 

αx
2
 + βx + γ = α(x - x1 )(x - x2), 

 φπνπ x1, x2 νη ξίδεο ηνπ ηξησλχκνπ. 
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•  Αλ Γ = 0, ηφηε: 
 
 
•  Αλ Γ < 0, ηφηε: 
 
 
 
 
 

 

Γηα παξάδεηγκα: 

 Σν ηξηψλπκν 2x
2
 + 3x - 2 έρεη Γ = 9 + 16 = 25 > 0 θαη  

 

ξίδεο   θαη x2 = -2. Δπνκέλσο: 

 
 
 
 
 Σν ηξηψλπκν έρεη  
 

θαη                Eπνκέλσο: 
 
  
 
                       

 Σν ηξηψλπκν 2x
2
 - 6x + 5 έρεη  Γ= - 4 < 0 . Δπνκέλσο: 

 
 
 
 
Πξφζεκν ησλ ηηκψλ ηνπ ηξησλχκνπ 
 

 

Γηα λα κειεηήζνπκε ην πξφζεκν ησλ ηηκψλ ηνπ 

ηξησλχκνπ αx
2
 + βx + γ,  α ≠ 0, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

ηηο κνξθέο ηνπ αλάινγα κε ηε δηαθξίλνπζα. 
 

•  Αλ Γ > 0, ηφηε, φπσο είδακε πξνεγνπκέλσο, ηζρχεη: 
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αx
2
 + βx + γ = α (x - x1 )(x - x2)    (1) . 

 

Τπνζέηνπκε φηη x1 < x2  θαη ηνπνζεηνχκε ηηο ξίδεο ζε 

έλαλ άμνλα. 
 

 Αλ x < x1 <x2 (΢ρήκα), ηφηε x - x1 < 0  

θαη x - x2 < 0, νπφηε (x - x1)(x - x2) > 0.  

Δπνκέλσο, ιφγσ ηεο  (1), ην  
ηξηψλπκν είλαη νκφζεκν ηνπ α . 

 

 Αλ x1 < x < x2 (΢ρήκα), ηφηε x - x1 > 0  

θαη x - x2 < 0, νπφηε (x - x1)(x - x2) < 0.  

Δπνκέλσο, ιφγσ ηεο (1), ην ηξηψλπκν  

είλαη εηεξφζεκν ηνπ α . 
 

 Αλ x1 < x2 < x (΢ρήκα), ηφηε x - x1 > 0  

θαη x - x2 > 0, νπφηε (x - x1)(x - x2) > 0.  

Δπνκέλσο, ιφγσ ηεο (1), ην ηξηψλπκν  
είλαη νκφζεκν ηνπ α . 

 

• Αλ Γ = 0, ηφηε ηζρχεη: 
 
 
 

Δπνκέλσο, ην ηξηψλπκν είλαη νκφζεκν ηνπ α γηα θάζε  
 

πξαγκαηηθφ           , ελψ κεδελίδεηαη γηα 
 
 

• Αλ Γ < 0, ηφηε ηζρχεη: 
 
 
 
 

 

΋κσο ε παξάζηαζε κέζα ζηελ αγθχιε είλαη ζεηηθή γηα 
θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ x. Δπνκέλσο ην ηξηψλπκν 
είλαη νκφζεκν ηνπ α ζε φιν ην R. 

 

x' 
  

 

• 
 

• 
 

• 
 

x 
 x 

 

x1 
 

x2 
 

x' 
  

 

• 
 

• 
 

• 
 

x 
 

x 
 

x1 

 

x2 
 

x' 

  

 

• 
 

• 
 

• 
 

x 
 

x 
 

x

1 
 

x2 
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Σα παξαπάλσ ζπλνςίδνληαη ζηνλ πίλαθα: 
 
 

Σν ηξηψλπκν αx
2
 + βx+ γ, α ≠ 0 γίλεηαη: 

• Δηεξόζεκν ηνπ α , κφλν φηαλ είλαη Γ > 0 θαη γηα ηηο  

ηηκέο ηνπ x, πνπ βξίζθνληαη κεηαμύ ησλ ξηδώλ. 
 

• Κεδέλ, φηαλ ε ηηκή ηνπ x είλαη θάπνηα απφ ηηο ξίδεο  
ηνπ ηξησλχκνπ. 

 

• Νκόζεκν ηνπ α ζε θάζε άιιε πεξίπησζε. 
 

 

Αληζώζεηο ηεο κνξθήο αx
2

 + βx + γ > 0 ή  

αx
2

 + βx + γ < 0 
 

Σα πξνεγνχκελα ζπκπεξάζκαηα ρξεζηκνπνηνχληαη 

ζηελ επίιπζε αληζψζεσλ ηεο κνξθήο αx
2
 + βx + γ > 0 ή 

αx
2
 + βx + γ < 0,   α ≠ 0 , ηηο νπνίεο νλνκάδνπκε 

αληζώζεηο δεπηέξνπ βαζκνύ. Ο ηξφπνο επίιπζεο 
απηψλ θαίλεηαη ζηα παξαθάησ παξαδείγκαηα. 
 

 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 1ν 
Να ιπζνχλ νη αληζψζεηο 

i) 2x
2
  - 3x - 2 > 0  ii) 2x

2
 - 3x - 2 < 0 

 

Ι΢ΠΖ 
 

Εεηάκε ηηο ηηκέο ηνπ x, γηα ηηο νπνίεο ην ηξηψλπκν  

2x
2
 - 3x - 2 είλαη ζεηηθφ ζηελ πεξίπησζε (i) θαη αξλεηηθφ 

ζηελ πεξίπησζε (ii). 
Σν ηξηψλπκν έρεη ξίδεο ηνπο αξηζκνχο         θαη 2 θαη,  
 

επεηδή α = 2 > 0, ην πξφζεκφ ηνπ θαίλεηαη ζηνλ 
παξαθάησ πίλαθα. 
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x  
 

2  

 
-1/2  

 

x' 
  

 

 

x -∞  
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Απφ ηνλ πίλαθα απηφλ πξνθχπηεη φηη: 

i) Ζ αλίζσζε 2x
2
 - 3x - 2 > 0 έρεη ιχζεηο ηα x     R γηα ηα 

νπνία ηζρχεη  
 

    ή  x > 2 , δειαδή ηα  
 
Οη ιχζεηο απηέο επνπηηθά θαίλνληαη ζην παξαθάησ 
ζρήκα. 

 
 
  

ii) Ζ αλίζσζε 2x
2
 - 3x - 2 < 0 έρεη ιχζεηο ηα x   R γηα ηα  

 

νπνία ηζρχεη                       δειαδή ηα   
 

Οη ιχζεηο απηέο επνπηηθά θαίλνληαη ζην παξαθάησ 
ζρήκα.   

 
 
 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 2ν 

Να ιπζεί ε αλίζσζε 2x
2
 - 3x - 2 ≤ 0 . 

 

Ι΢ΠΖ 
 

Εεηάκε ηηο ηηκέο ηνπ x, πνπ είλαη ιχζεηο ηεο αλίζσζεο 

2x
2
 - 3x - 2 < 0 ή ξίδεο ηεο εμίζσζεο 2x

2
 - 3x - 2 = 0. 

Δπνκέλσο ζχκθσλα κε ην 1ν παξάδεηγκα νη ιχζεηο ηεο  
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x < - 
 1 

2
∞
  

 

U
  

 

∞
  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
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x     -     , - 
 1 

2
    (2, +    ).

x' 
  

 

x 

  

 

2 

  

 

-1/2 
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- 
 1 

2
 < x < 2 ,
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 1 

2
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1  
 

 

αλίζσζεο 2x
2
 - 3x - 2 ≤ 0 είλαη ηα x    R , κε                        

 

δειαδή ηα                        Οη ιχζεηο απηέο  
 

επνπηηθά θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 
 
 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 3ν 
Να ιπζνχλ νη αληζψζεηο 

  i) x
2
 - 2x + 1 > 0 ii) x

2
 - 2x + 1 < 0 

 

Ι΢ΠΖ 
 

Ζ δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλχκνπ x
2
 - 2x + 1 είλαη Γ = 0, 

νπφηε έρεη δηπιή ξίδα ηελ x = 1. Άξα ην ηξηψλπκν είλαη 
νκφζεκν ηνπ α = 1, δειαδή ζεηηθφ, γηα θάζε x    R κε   
x ≠ 1. 
Δπνκέλσο νη ιχζεηο ηεο αλίζσζεο (i) είλαη φινη νη 
πξαγκαηηθνί αξηζκνί x, κε x ≠ 1, ελψ ε αλίζσζε (ii) είλαη 
αδχλαηε. 
Οη ιχζεηο ηεο (i) επνπηηθά θαίλνληαη ζην παξαθάησ 
ζρήκα. 
 
 
 

 
ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 4ν 

Να ιπζεί ε αλίζσζε x
2
 + x + 1 > 0 

 

 

Ι΢ΠΖ 

Ζ δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλχκνπ x
2
 + x + 1 είλαη Γ = -3 < 0, 

νπφηε ην ηξηψλπκν είλαη νκφζεκν ηνπ α = 1, δειαδή 
ζεηηθφ, γηα θάζε x    R . Δπνκέλσο νη ιχζεηο ηεο 
αλίζσζεο είλαη φινη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί. 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 
 1 

2
   x   2 ,≤  
 

≤  

 
M at h Com poser  1. 1. 5
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x    - 
 1 

2
 , 2  .

x  
 

2  
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x' 
  

 

x  
 

x' 
  

 

113 / 86-87 



ΔΦΑΟΚΝΓΔΠ 
 

1ε Λα βξεζνύλ νη ηηκέο ηνπ x    R γηα ηηο νπνίεο 
ζπλαιεζεύνπλ νη αληζώζεηο: 

x
2
 - 4x - 5 < 0 θαη x

2
 - x - 6 > 0. 

 

Ι΢ΠΖ 
 

Λχλνπκε θάζε αλίζσζε ρσξηζηά θαη κεηά βξίζθνπκε ηηο 
θνηλέο ιχζεηο Έρνπκε: 

  x
2
 - 4x - 5 < 0  (x - 5)(x +1) < 0     -1< x < 5  

 

  x
2
 - x - 6 > 0  (x + 2)(x - 3) > 0  x < -2 ή x > 3 

 
 
 
 Άξα νη αληζψζεηο ζπλαιεζεχνπλ γηα x     (3,5). 
                    

2ε Γίλεηαη ε εμίζσζε  

x
2
 - (α + 1)x + α + 4 = 0, α    R 

 

 

i)  Λα βξεζεί ε δηαθξίλνπζα ηεο εμίζσζεο θαη λα 
κειεηεζεί ην πξόζεκό ηεο. 

ii)  Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ α ε εμίζσζε έρεη δύν ξίδεο 
άληζεο; 

iii) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ α ε εμίζσζε έρεη δηπιή ξίδα; 
iv) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ α ε εμίζσζε είλαη αδύλαηε 

ζην R ; 
 

 

Ι΢ΠΖ 
i) Έρνπκε: 
 

Γ = [-(α +1)]
2
 - 4  1  (α + 4) = α

2
 - 2α - 15. 

Παξαηεξνχκε φηη ε δηαθξίλνπζα είλαη έλα ηξηψλπκν ηνπ 
α κε δηαθξίλνπζα 

Γ' = (-2 )
2
 - 4  1  (-15) = 64 > 0. 

 

Δπνκέλσο ε δηαθξίλνπζα Γ έρεη ξίδεο: 

5  

 

3  

 

-1  

 
-2  

 

x  
 

x' 
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θαη ην πξφζεκφ ηεο θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα. 
 

α -∞  -3  2  +∞ 

Γ  + 0 - 0 +  

 

Απφ ηνλ πίλαθα απηφ πξνθχπηεη φηη: 

ii)  Ζ εμίζσζε έρεη δχν ξίδεο άληζεο αλ Γ > 0 , δειαδή αλ 
α < -3 ή α > 5. 

iii) Ζ εμίζσζε έρεη κία δηπιή ξίδα αλ Γ = 0 , δειαδή αλ  
α = -3 ή α = 5. 

iv) Ζ εμίζσζε είλαη αδχλαηε αλ Γ < 0, δειαδή -3 < α < 5. 
 

ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Να κεηαηξέςεηε ζε γηλφκελα παξαγφλησλ ηα 
ηξηψλπκα: 

 

 i) x
2
 - 3x + 2   ii) 2x

2
 - 3x - 2.   

 

2. Να απινπνηήζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 
 
 
 
 
 

3. Γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ x    Μ, λα βξείηε ην 
πξφζεκν ησλ ηξησλχκσλ:  

i) x
2
 - 2x -15  ii) 4x

2
 - 4x + 1  iii) x

2
 - 4x + 13. 

 

4. Γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ x    R, λα βξείηε ην 
πξφζεκν ησλ ηξησλχκσλ: 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α1 = 
2 + 8

2
 = 5  και  α2 = 

2 - 8

2
 = -3.
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i) 
x

2
 - 3x + 2

2x
2
 - 3x - 2

M at h Com poser  1. 1. 5
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ii) 
2x

2
 + 8x - 42

x
2
 - 49
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iii) 
4x

2
 - 12x + 9

2x
2
 - 5x + 3
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i) -x
2
 + 4x - 3  ii) -9x

2
 + 6x -1  iii) -x

2
 + 2x - 2. 

 

 

5. Να ιχζεηε ηηο αληζψζεηο: 
 

i) 5x
2
 ≤ 20x ii) x

2
 + 3x ≤ 4 . 

 

 

6. Να ιχζεηε ηηο αληζψζεηο: 
 

i) x
2
 - x - 2 > 0 ii) 2x

2
 - 3x - 5 < 0. 

 

 

7. Να ιχζεηε ηηο αληζψζεηο: 
 

i) x
2
 + 4 > 4x ii) x

2
 + 9 ≤ 6x . 

 

 

8. Να ιχζεηε ηηο αληζψζεηο: 
 

i) x
2
 + 3x + 5 < 0 ii) 2x

2
 - 3x + 20 > 0. 

 

 
 

9. Να ιχζεηε ηελ αλίζσζε 
 
 

10. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x   R γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη:  

2x - 1 < x
2
 - 4 < 12 . 

 

 

11. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x   R γηα ηηο νπνίεο 

ζπλαιεζεχνπλ νη αληζψζεηο x
2
 - 6x + 5 < 0 θαη  

x
2
 - 5x + 6 > 0. 

 

Β' ΝΚΑΓΑΠ 
 

 

1. i) Να κεηαηξέςεηε ζε γηλφκελα παξαγφλησλ ηηο 
παξαζηάζεηο: 

α
2
 + αβ - 2β

2
 θαη α

2
 - αβ - 6β

2
. 

 

    

ii) Να απινπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε 
 
 

2. Να παξαγνληνπνηήζεηε ην ηξηψλπκν  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 
 1 

4
(x

2
 - 4x + 3) > 0 .
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α
2
 + αβ - 2β

2

α
2
 - αβ - 6β

2
 .
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2x
2
 + (2β - α)x - αβ. 

 
3. Να απινπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε 
 

 
 
 

4. Γίλεηαη ε εμίζσζε ιx
2
 + 3ιx + ι + 5 = 0, ι   R . Να 

βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο ε εμίζσζε: 
 

i) έρεη ξίδεο ίζεο  ii)έρεη ξίδεο άληζεο  
iii) είλαη αδχλαηε. 

 

 

5. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι   R γηα ηηο νπνίεο ε αλίζσζε 

x
2

 + 3ιx + ι > 0 αιεζεχεη γηα θάζε x   R. 
 

 

6. Γίλεηαη ην ηξηψλπκν (ι + 2)x
2
 - 2ιx + 3ι, ι ≠ -2. 

i) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα Γ ηνπ ηξησλχκνπ θαη λα  
ιχζεηε ηελ αλίζσζε Γ < 0. 

ii) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο ε αλίζσζε 
(ι + 2)x

2
 - 2ιx + 3ι < 0, ι ≠ -2 αιεζεχεη γηα θάζε  

x   R. 
 

 

7. ΢ην δηπιαλφ ζρήκα ην ΑΒΓΓ είλαη  
ηεηξάγσλν πιεπξάο ΑΒ = 3 θαη ην  
Μ είλαη έλα ζεκείν ηεο δηαγσλίνπ  
ΑΓ . Να βξείηε ηηο ζέζεηο ηνπ ζεκείνπ  
Μ πάλσ ζηε δηαγψλην ΑΓ γηα ηηο  
νπνίεο ην άζξνηζκα ησλ εκβαδψλ 
ησλ ζθηαζκέλσλ ηεηξαγψλσλ είλαη 
κηθξφηεξν απφ 5. 

 

8. i) Να απνδείμεηε φηη α
2
 - αβ + β

2
 > 0 γηα φια ηα  

α, β    R κε α, β ≠ 0. 

ii) Να θαζνξίζεηε ην πξφζεκν ηεο παξάζηαζεο                              
 

γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ α, β ≠ 0 . 
 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
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x
2
 - αx + βx - αβ

x
2
 - 3αx + 2α

2
 .
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H 
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Μ 
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3.3 ΑΛΗΠΥΠΔΗΠ ΓΗΛΝΚΔΛΝ & ΑΛΗΠΥΠΔΗΠ ΞΖΙΗΘΝ 

 

Ξξόζεκν γηλνκέλνπ 
 

Έζησ φηη ζέινπκε λα κειεηήζνπκε έλα γηλφκελν  
P(x) = Α(x)  Β(x)  …  Φ(x) σο πξνο ην πξφζεκφ ηνπ, 
φπνπ νη παξάγνληεο Α(x), Β(x) , … , Φ(x) είλαη ηεο κνξ-

θήο αx + β (πξσηνβάζκηνη) ή ηεο κνξθήο αx
2
 + βx + γ 

(ηξηψλπκα). Βξίζθνπκε ην πξφζεκν θάζε παξάγνληα 
ρσξηζηά θαη ζηε ζπλέρεηα ην πξφζεκν ηνπ P(x), φπσο 
θαίλεηαη ζην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί. 
 

 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 
 

Να βξεζεί γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ x   R ην πξφζεκν 

ηνπ γηλνκέλνπ P(x) = (x - 1) (x
2
 + x - 6)(2x

2
 + x + 1) . 

 

Ι΢ΠΖ 
Αξρηθά βξίζθνπκε ην πξφζεκν ηνπ θάζε παξάγνληα 
ρσξηζηά σο εμήο:  
 

  Δπεηδή 
x - 1 ≥ 0       x ≥ 1, 

ην x - 1 είλαη ζεηηθφ γηα x > 1, κεδέλ γηα x = 1 θαη 
αξλεηηθφ γηα x < 1.  

  Δπεηδή 

x
2
 + x - 6 ≥ 0      (x + 3)(x - 2) ≥ 0  x ≤ -3 ή x ≥ 2, 

ην x
2
 + x - 6 είλαη ζεηηθφ γηα x < -3 θαη γηα x > 2, κεδέλ 

γηα x = -3 θαη γηα x = 2 θαη αξλεηηθφ γηα -3 < x < 2 .  

  Δπεηδή ην 2x
2
 + x +1 έρεη δηαθξίλνπζα  

Γ = 1 - 8 = -7 < 0, ην ηξηψλπκν απηφ είλαη ζεηηθφ γηα 
θάζε x   R .  

 

Ο πξνζδηνξηζκφο, ηψξα, ηνπ πξνζήκνπ ηνπ γηλνκέλνπ 
P(x) γίλεηαη κε ηε βνήζεηα ηνπ παξαθάησ πίλαθα, 
εθαξκφδνληαο ηνλ θαλφλα ησλ πξνζήκσλ. 
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x -∞  -3  1  2  +∞ 

x -1  - | - 0 + | +  

x
2
 + x - 6  + 0 - | - 0 +  

2x
2
 + x + 1  + | + | + | +  

P(x)  - 0 + 0 - 0 +  
 

΍ζηε ην γηλφκελν P(x) είλαη ζεηηθφ γηα -3 < x < 1 θαη γηα  
x > 2, ελψ είλαη αξλεηηθφ γηα x < -3 θαη γηα 1 < x < 2. 
Σέινο είλαη κεδέλ γηα x = -3, γηα x = 1 θαη γηα x = 2 . 
 

Αληζώζεηο ηεο κνξθήο Α(x)  Β(x)  …  Φ(x) > 0 (< 0) 
 

 

Άκεζε εθαξκνγή ησλ παξαπάλσ έρνπκε ζηελ επίιπζε 
αληζψζεσλ ηεο κνξθήο Α(x)  Β(x)  …  Φ(x) > 0 (< 0), 
φπσο είλαη γηα παξάδεηγκα ε αλίζσζε 

(x - 1)(x
2
 + x - 6)(2x

2
 + x + 1) < 0 

Πξνθεηκέλνπ λα ιχζνπκε ηελ αλίζσζε απηή αξθεί λα 
βξνχκε ηηο ηηκέο ηνπ x    R γηα ηηο νπνίεο ην γηλφκελν  

P(x) = (x - 1)(x
2
 + x - 6)(2x

2
 + x + 1) είλαη αξλεηηθφ. 

Απφ ηελ πξψηε θαη ηελ ηειεπηαία γξακκή ηνπ πίλαθα 
πξνζήκνπ ηνπ P(x) δηαπηζηψλνπκε φηη ε αλίζσζε 

αιεζεχεη φηαλ x   (-∞, -3) U (1,2) . 
 
Αληζψζεηο ηεο κνξθήο 

 
 

΋πσο γλσξίδνπκε ην πειίθν θαη ην γηλφκελν δχν 
αξηζκψλ είλαη νκφζεκα. Δπνκέλσο: 
 

                                             θαη 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
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A(x)

B(x)
 > 0 (<0)

• 
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B(x)
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αθνχ, θακία απφ ηηο ιχζεηο ηεο  Α(x)  Β(x) > 0 θαη ηεο 
Α(x)  Β(x) < 0 δελ κεδελίδεη ην Β(x). 
Γηα παξάδεηγκα , έζησ φηη ζέινπκε λα ιχζνπκε ηελ 
αλίζσζε 

 
 
Ζ αλίζσζε απηή είλαη ηζνδχλακε κε ηελ 

(x - 1)(x
2
 + x - 6)(2x

2
 + x + 1) > 0, 

δειαδή κε ηελ P(x) > 0 , ε νπνία, απφ ηνλ πίλαθα 

πξνζήκνπ ηνπ P(x) αιεζεχεη φηαλ x   (-3,1) U (2, +∞) . 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
 

Μία αλίζσζε ηεο κνξθήο               αιεζεχεη γηα εθείλνπο  
 
ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο x γηα ηνπο νπνίνπο 
ηζρχνπλ ζπγρξφλσο 

Α(x)  Β(x) > 0 θαη Β(x) ≠ 0. 
 
Έζησ γηα παξάδεηγκα ε αλίζσζε                       . Έρνπκε: 
 
 

                              (x
2
 - 4x + 3)(x

2
 + 3x - 4 ) > 0 θαη  

 

x
2
 + 3x - 4 ≠ 0. 

 

Οη ξίδεο ηνπ ηξησλχκνπ x
2
 - 4x + 3 είλαη νη 1 θαη 3, ελψ 

ηνπ ηξησλχκνπ x
2
 + 3x - 4 είλαη νη 1 θαη -4. 

΢πληάζζνπκε ηνλ πίλαθα πξνζήκνπ ηνπ γηλνκέλνπ: 
 

P(x) = (x
2
 - 4x + 3)(x

2
 + 3x - 4) 

M at h Com poser  1. 1. 5
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(x - 1)(2x
2
 + x + 1)

x
2
 + x - 6

 > 0

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

A(x)

B(x)
   0≥  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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x
2
 - 4x + 3

x
2
 + 3x - 4

   0≥  

 M at h Com poser  1. 1. 5
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x
2
 - 4x + 3

x
2
 + 3x - 4

   0≥  
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x -∞  -4  1  3  +∞ 

x
2
 - 4x + 3  + | + 0 - 0 +  

x
2
 + 3x - 4  + 0 - 0 + | +  

P(x)  + | - | - | +  
 

Άξα ε αλίζσζε αιεζεχεη φηαλ x     (-∞, -4) U [3, +∞) . 
 
 

 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Να βξείηε ην πξφζεκν ηνπ γηλνκέλνπ 
 

P(x) = (2 - 3x)(x
2
 - x - 2)(x

2
 - x +1) . 

 

 
2. Να βξείηε ην πξφζεκν ηνπ γηλνκέλνπ 
 

P(x) = (-x
2

 + 4)(x
2

 - 3x + 2)(x
2

 + x + 1) . 
 

 

3. Να ιχζεηε ηελ αλίζσζε (x - 1)(x
2
 + 2)(x

2
 - 9) > 0 . 

 

 

4. Να ιχζεηε ηελ αλίζσζε (3 - x)(2x
2
 + 6x)(x

2
 + 3) ≤ 0 . 

 

 

5. Να ιχζεηε ηελ αλίζσζε (2 - x- x
2
)(x

2
 + 2x + 1) ≤ 0 . 

 
6. Να ιχζεηε ηελ αλίζσζε  

 

(x - 3)(2x
2
 + x - 3)(x - 1 - 2x

2
) > 0 . 
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7. Να ιχζεηε ηηο αληζψζεηο: 
 
 
 

 
8. Να ιχζεηε ηελ αλίζσζε 
 

Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

 

1. Να ιχζεηε ηηο αληζψζεηο: 
 
 
 

 
2. Να ιχζεηε ηελ αλίζσζε: 
 
 

3. Να ιχζεηε ηηο αληζψζεηο: 
 
 
 

 
4. Να ιχζεηε ηελ αλίζσζε 
 

 

5. Μία εηαηξεία παξάγεη ειεθηξηθνχο ιακπηήξεο. Γηα έλα 
ζπγθεθξηκέλν ηχπν ιακπηήξσλ ην ηκήκα έξεπλαο 
αγνξάο ηεο εηαηξείαο εθηηκά φηη αλ ε ηηκή πψιεζεο 
ησλ ιακπηήξσλ είλαη x επξψ αλά ιακπηήξα, ηφηε ην 
εβδνκαδηαίν θφζηνο Κ θαη ηα αληίζηνηρα έζνδα Δ (ζε 
ρηιηάδεο επξψ) δίλνληαη απφ ηνπο ηχπνπο Κ = 7 - x 

θαη Δ = 5x - x
2
. Να βξείηε ηηο ηηκέο πψιεζεο ησλ 

ιακπηήξσλ γηα ηηο νπνίεο ε εηαηξεία έρεη θέξδνο. 
 

 
6. Έλα θάξκαθν είλαη απνηειεζκαηηθφ αλ ε ζπγθέληξσ-

ζή ηνπ ζην θπθινθνξηθφ ζχζηεκα ππεξβαίλεη κία  
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νξηζκέλε ηηκή, πνπ θαιείηαη ειάρηζην ζεξαπεπηηθφ  
επίπεδν. Τπνζέηνπκε φηη ε ζπγθέληξσζε ζ ελφο  
θαξκάθνπ, t ψξεο χζηεξα απφ ηε ιήςε ηνπ, δίλεηαη  
 

απφ ηνλ ηχπν                                 Αλ γηα ην ζπγθεθξη- 
 
κέλν θάξκαθν ην ειάρηζην ζεξαπεπηηθφ επίπεδν είλαη  
4 mgr /lt, λα βξείηε πφηε ε ζπγθέληξσζή ηνπ ζα  
μεπεξάζεη ην επίπεδν ζ. 

 
ΔΟΥΡΖΠΔΗΠ ΘΑΡΑΛΝΖΠΖΠ  3νπ ΘΔΦΑΙΑΗΝ΢   
 
 

I. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο λα 
επηιέμεηε ηε ζσζηή απάληεζε. 
 

1. Αλ ε αλίζσζε -x
2
 + 2x + γ > 0 είλαη αδχλαηε ηφηε: 

Α) γ > -1  Β) γ = -1  Γ) γ < -1  Γ) γ ≥ -1. 
 

 

2. Αλ ε αλίζσζε x
2
 - 2x + γ > 0 αιεζεχεη γηα θάζε x    R, 

ηφηε: 
Α) γ < 1 Β) γ = 1 Γ) γ > 1 Γ) γ ≤ 1. 

 

 

3. Αλ ε αλίζσζε -2x
2
 + 3ιx - ι

2
 ≤ 0 αιεζεχεη γηα θάζε  

x    R, ηφηε: 
Α) ι > 0 Β) ι < 0 Γ) ι = 1 Γ) ι = 0. 

 

4. Ζ εμίζσζε |x - 1| + |x - 5| = 4 αιεζεχεη αλ θαη κφλν αλ: 
Α) x < 1 Β) x > 5 Γ) 1 ≤ x ≤ 5 Γ) 1 < x < 5. 

 

 
5. Ζ εμίζσζε |x - 1| = x - 1: 

Α) Δίλαη αδχλαηε Β) Έρεη κνλαδηθή ιχζε ηε x = 1 
Γ) Έρεη άπεηξεο ιχζεηο Γ) Δίλαη ηαπηφηεηα. 
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II. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο λα 
θπθιώζεηε ην γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
αιεζήο θαη ην γξάκκα Τ, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
ςεπδήο. 

 
 

1. 
Ζ αλίζσζε x

2
 + ιx + ι

2
 > 0 κε ι ≠ 0, 

αιεζεχεη γηα φια ηα x   R. 
A Φ 

2. 
Ζ αλίζσζε ι

2
x

2
 + 4ιx + 5 ≤ 0 κε ι ≠ 0, 

αιεζεχεη γηα φια ηα x   R είλαη αδχλαηε. 
Α Φ 

3. 
Οη αληζψζεηο x

2
(x - 1) ≥ 0 θαη x - 1 > 0 έρνπλ 

ηηο ίδηεο ιχζεηο. 
A Φ 

4. 
Οη αληζψζεηο x

2
(x - 1) ≤ 0 θαη x - 1 ≤ 0 έρνπλ 

ηηο ίδηεο ιχζεηο.  
Α Φ 

5. 

 

Οη αληζψζεηο                  θαη 2x - 1 > x + 1  
 

έρνπλ ηηο ίδηεο ιχζεηο. 

A Φ 

6. 

 

Οη αληζψζεηο         θαη x - 1 ≥ 0  
 
έρνπλ ηηο ίδηεο ιχζεηο. 

Α Φ 

7. 

 

Οη αληζψζεηο                    θαη  
 

(x - 1) (x - 2)
2
 ≥ 0 έρνπλ ηηο ίδηεο ιχζεηο. 

Α Φ 

8. 

 

Οη αληζψζεηο           θαη (x - 2)(x -1) ≥ 0  
 

έρνπλ ηηο ίδηεο ιχζεηο.  

A Φ 

9. 

 

Οη αληζψζεηο             θαη (x - 2)(x -1) < 0  
 

έρνπλ ηηο ίδηεο ιχζεηο 

Α Φ 

10. 

 

Οη αληζψζεηο                         θαη  
 

(x + 1)
2
 < (x - 1)(x + 1) έρνπλ ηηο ίδηεο ιχζεηο.  

A Φ 
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III. Λα αληηζηνηρίζεηε θαζέλα από ηα ηξηώλπκα ηεο Α' 
νκάδαο κε ηελ ηζνδύλακε κνξθή ηνπ από ηε Β' 
νκάδα. 

 

Α' ΝΚΑΓΑ 

1 -2x
2
 + 6 x - 4 

2 x
2
 - 3x + 2 

3 -x
2
 + 3x - 2 

4 2x
2
 - 6x + 4 

 

IV. Λα εληνπίζεηε ην ιάζνο ζηνπο παξαθάησ 
ζπιινγηζκνύο: 

 

1. Ζ αλίζσζε (2x - 6)(x - 1) > 0 γξάθεηαη ηζνδχλακα: 
(2x - 6 )(x - 1) > 0      2x - 6 > 0 θαη x - 1 > 0      x > 3 θαη  
x > 1       x > 3 . 
΋κσο ν αξηζκφο 0 , αλ θαη είλαη κηθξφηεξνο ηνπ 3,  
επαιεζεχεη ηε δνζείζα αλίζσζε. 

 

 
2. Ζ αλίζσζε             γξάθεηαη ηζνδχλακα: 
 

 

 

                      x
2
 < 4      x

2
 - 4 < 0      -2 < x < 2.  

 

΋κσο ν αξηζκφο -1, αλ θαη είλαη κεηαμχ ηνπ -2 θαη ηνπ  
2, δελ επαιεζεχεη ηε δνζείζα αλίζσζε. 

 

 

3. Ζ αλίζσζε (x + 2)
2
 (x - 1) ≥ 0 γξάθεηαη ηζνδχλακα: 

(x + 2)
2
(x - 1) ≥ 0      x - 1 ≥ 0      x ≥ 1. 

 

΋κσο ν αξηζκφο -2, αλ θαη είλαη κηθξφηεξνο ηνπ 1,  
επαιεζεχεη ηε δνζείζα αλίζσζε. 

 
 

Β' ΝΚΑΓΑ 

Α (x -1)( x - 2) 

Β -(x - 1)(x - 2) 

Γ 2(x - 1)(x - 2) 

Γ -2(x - 1)(x - 2 ) 
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 ΒΑΠΗΘΔΠ ΔΛΛΝΗΔΠ  
 ΡΥΛ Π΢ΛΑΟΡΖΠΔΥΛ 
 

4.1 Ζ ΔΛΛΝΗΑ ΡΖΠ Π΢ΛΑΟΡΖΠΖΠ       

 

Δηζαγσγή 
 

΢ε πνιιά θαζεκεξηλά θαηλφκελα εκθαλίδνληαη δχν 
κεγέζε, ηα νπνία κεηαβάιινληαη έηζη, ψζηε ε ηηκή ηνπ 
ελφο λα θαζνξίδεη ηελ ηηκή ηνπ άιινπ. Ζ δηαδηθαζία κε 
ηελ νπνία θάζε ηηκή ηνπ ελφο κεγέζνπο αληηζηνηρίδεηαη 
ζε κηα αθξηβψο ηηκή ηνπ άιινπ κεγέζνπο, πνιιέο θνξέο 
πεξηγξάθεηαη απφ έλα καζεκαηηθφ ηχπν, φπσο θαίλεηαη 
ζηα παξαθάησ παξαδείγκαηα. 
 

1. Ο ηφθνο Σ ζε επξψ πνπ απνδίδεη θεθάιαην 5000 

επξψ ζε έλα έηνο κε εηήζην επηηφθην ε%, δίλεηαη θαηά  
 

ηα γλσζηά απφ ηνλ ηχπν  

 
Ο ηχπνο απηφο πεξηγξάθεη κηα δηαδηθαζία, κε ηελ ν-
πνία θάζε ηηκή ηνπ ε αληηζηνηρίδεηαη ζε κηα αθξηβψο 
ηηκή ηνπ Σ. Γηα παξάδεηγκα, αλ ε = 3  ηφηε Σ = 150, ελψ 
αλ ε = 5, ηφηε Σ = 250 θηι. 

 

2. Σν δηάζηεκα S ζε km πνπ δηαλχζεθε απφ πνδειάηε 
ζε ρξνληθφ δηάζηεκα 2h, κε κέζε ηαρχηεηα π ζε km/h, 
δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν S = 2π. Ο ηχπνο απηφο 
πεξηγξάθεη κηα δηαδηθαζία, κε ηελ νπνία θάζε ηηκή 
ηνπ π αληηζηνηρίδεηαη ζε κηα αθξηβψο ηηκή ηνπ S. Γηα 
παξάδεηγκα, αλ π = 60, ηφηε S = 120 , ελψ αλ π = 70, 
ηφηε S = 140 , θηι. 

 

3. Σν εκβαδφ Δ ελφο θχθινπ αθηίλαο ξ δίλεηαη απφ ηνλ 

ηχπν Δ = πξ
2
. Οκνίσο θαη ν ηχπνο απηφο πεξηγξάθεη 

κηα δηαδηθαζία, κε ηελ νπνία θάζε ηηκή ηνπ ξ 

4 
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αληηζηνηρίδεηαη ζε κηα αθξηβψο ηηκή ηνπ Δ. Γηα παξά-
δεηγκα αλ ξ = 1, ηφηε Δ = π, ελψ αλ ξ = 2, ηφηε Δ = 4π 
θηι. 

 

 

Τπάξρνπλ φκσο θαη πεξηπηψζεηο φπνπ ε δηαδηθαζία 
αληηζηνίρηζεο αλάκεζα ζηηο ηηκέο δχν κεγεζψλ δελ 
πεξηγξάθεηαη ή έζησ δελ γλσξίδνπκε αλ πεξηγξάθεηαη 
απφ θάπνην ηχπν. Γηα παξάδεηγκα:  
  Οη ψξεο ηεο εκέξαο θαη νη αληίζηνηρεο ζεξκνθξαζίεο 

ηνπο. 
  Οη κέξεο ηνπ έηνπο θαη νη ηηκέο ελφο μέλνπ 

λνκίζκαηνο (π.ρ. ηνπ δνιαξίνπ). 
 

Παξαηεξνχκε φηη ζε φια ηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα 
ππάξρεη θάπνηα δηαδηθαζία, κε ηελ νπνία θάζε ζηνηρείν 
ελφο ζπλφινπ Α αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα αθξηβψο 
ζηνηρείν θάπνηνπ άιινπ ζπλφινπ Β. Μηα ηέηνηα 
δηαδηθαζία ιέγεηαη ζπλάξηεζε απφ ην Α ζην Β. Γειαδή: 
 

 
ΝΟΗΠΚΝΠ 

Ππλάξηεζε απφ έλα ζχλνιν Α ζε έλα ζχλνιν Β  
ιέγεηαη κηα δηαδηθαζία (θαλφλαο) κε ηελ νπνία θάζε  
ζηνηρείν ηνπ ζπλφινπ Α αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα  
αθξηβψο ζηνηρείν ηνπ ζπλφινπ Β. 

 

Σν ζχλνιν Α ιέγεηαη πεδίν νξηζκνύ ή ζύλνιν νξηζκνύ 
ηεο ƒ . 
 
Οη ζπλαξηήζεηο παξηζηάλνληαη ζπλήζσο κε ηα κηθξά 

γξάκκαηα ƒ, g, h θηι. ηνπ Λαηηληθνχ αιθαβήηνπ. 

Αλ κε κηα ζπλάξηεζε ƒ απφ ην Α ζην Β, ην x    Α 
αληηζηνηρίδεηαη ζην  y    Β , ηφηε γξάθνπκε: 

y = ƒ(x) 
θαη δηαβάδνπκε «y ίζνλ ƒ ηνπ x». Σν ƒ(x) ιέγεηαη ηφηε 

ηηκή ηεο ƒ ζην x. Σν γξάκκα x, πνπ παξηζηάλεη 
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νπνηνδήπνηε ζηνηρείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο ƒ, 

νλνκάδεηαη αλεμάξηεηε κεηαβιεηή, ελψ ην y, πνπ 
παξηζηάλεη ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζην x, νλνκάδεηαη 

εμαξηεκέλε κεηαβιεηή. 
 

Σν ζχλνιν, πνπ έρεη γηα ζηνηρεία ηνπ ηηο ηηκέο ƒ(x) γηα 

φια ηα x    Α, ιέγεηαη ζύλνιν ηηκώλ ηεο ƒ θαη ην 

ζπκβνιίδνπκε κε ƒ(Α) . 
Ζ παξαπάλσ ζπλάξηεζε ζπκβνιίδεηαη σο εμήο: 
 

ƒ : Α      Β 
x     ƒ(x) 

 

Έηζη π.ρ. ε ζπλάξηεζε ƒ κε ηελ νπνία θάζε κε 
αξλεηηθφο αξηζκφο αληηζηνηρίδεηαη ζηελ ηεηξαγσληθή 
ηνπ ξίδα, ζπκβνιίδεηαη σο εμήο: 

ƒ : [0, +∞)      R 
x       

 

Γηα θαιχηεξε θαηαλφεζε ηνπ παξαπάλσ νξηζκνχ αο 
δνχκε ηα παξαδείγκαηα πνπ αθνινπζνχλ: 
 

1ν ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 
 

Έζησ ƒ ε ζπλάξηεζε κε ηελ νπνία θάζε εκέξα κηαο 
νξηζκέλεο εβδνκάδαο ελφο κήλα αληηζηνηρίδεηαη ζηελ 
πςειφηεξε ζεξκνθξαζία ηεο. 
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Γηα ηε ζπλάξηεζε απηή, ην πεδίν νξηζκνχ είλαη ην 
ζχλνιν 
 

Α = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, 
 

ελψ ην ζχλνιν ηηκψλ ην ζχλνιν 
 

ƒ (A) = {9°, 11°, 12°, 13°, 15°}   Β 
  

 
Με αθνξκή ην παξάδεηγκα απηφ ηνλίδνπκε ηα αθφινπζα 
ραξαθηεξηζηηθά κηαο ζπλάξηεζεο ƒ : Α       Β . 
 

• Κάζε ζηνηρείν ηνπ Α αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα αθξηβψο 
ζηνηρείν ηνπ Β. 

• Μεξηθά ζηνηρεία ηνπ Β κπνξεί λα κελ απνηεινχλ ηηκέο 

ηεο ƒ (π.ρ. 18
ν
). 

• Γχν ή πεξηζζφηεξα ζηνηρεία ηνπ Α κπνξεί λα αληηζηνη-
ρίδνληαη ζην ίδην ζηνηρείν ηνπ Β (π.ρ. ηα 3 θαη 7 

αληηζηνηρίδνληαη ζην 13°). 

 

2ν ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 
 

 

Θεσξνχκε ηα ζχλνια Α = {α, β, γ} θαη Β = {1, 2, 3, 4, 5}, 
θαζψο επίζεο θαη ηα παξαθάησ ζρήκαηα 
(βεινδηαγξάκκαηα). Παξαηεξνχκε φηη: 
 

  Σν ζρήκα (α) παξηζηάλεη ζπλάξηεζε, αθνχ θάζε 
ζηνηρείν ηνπ Α αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα αθξηβψο 
ζηνηρείν ηνπ Β. 

  Σν ζρήκα (β) δελ παξηζηάλεη ζπλάξηεζε, αθνχ ην    
α    Α αληηζηνηρίδεηαη ζε δχν ζηνηρεία ηνπ Β. 

  Σν ζρήκα (γ) δελ παξηζηάλεη ζπλάξηεζε, αθνχ ην     
γ    Α δελ αληηζηνηρίδεηαη ζε θαλέλα ζηνηρείν ηνπ Β. 

  Σν ζρήκα (δ) δελ παξηζηάλεη ζπλάξηεζε. Πξψηνλ 
δηφηη ην γ    Α δελ αληηζηνηρίδεηαη ζε θαλέλα ζηνηρείν 
ηνπ Β θαη δεχηεξνλ δηφηη ην α     Α αληηζηνηρίδεηαη ζε 
δχν ζηνηρεία ηνπ Β. 
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Α Β  Α Β 

 
 
 
 
 ΢ρήκα α΄  ΢ρήκα β΄ 
 
 

Α Β  Α Β 

 
 
 
 
 

 ΢ρήκα γ΄  ΢ρήκα δ΄ 
 

Ππληνκνγξαθία ζπλάξηεζεο 
 

Δίδακε παξαπάλσ φηη, γηα λα νξηζηεί κηα ζπλάξηεζε ƒ, 
πξέπεη λα δνζνχλ ηξία ζηνηρεία: 
• Σν πεδίν νξηζκνχ ηεο Α 
• Σν ζχλνιν Β θαη 
• Σν ƒ(x) γηα θάζε x    Α 
 

Οη ζπλαξηήζεηο, κε ηηο νπνίεο ζα αζρνιεζνχκε ζην 

βηβιίν απηφ, είλαη ηεο κνξθήο ƒ : Α     Β, φπνπ Α⊆R θαη 

Β⊆R , είλαη δειαδή, φπσο ιέκε, πξαγκαηηθέο 

ζπλαξηήζεηο κηαο πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο. 
 

Πνιιέο θνξέο αλαθεξφκαζηε ζε κηα ζπλάξηεζε ƒ 
δίλνληαο κφλνλ ηνλ ηχπν κε ηνλ νπνίν εθθξάδεηαη ην    
ƒ(x) . Λέκε π.ρ. δίλεηαη «ε ζπλάξηεζε ƒ,  

α 
  

 

• 
 

2 
  

 

• 
 

1 
  

 

• 
 

β 
  

 

• 
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• 
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κε «                        » ή, πην ζχληνκα, «ε ζπλάξηεζε                           
 

» ή, αθφκα, «ε ζπλάξηεζε                     ». 
 

 

΢ε κηα ηέηνηα πεξίπησζε ζα ζεσξνχκε ζπκβαηηθά φηη: 
•  Σν πεδίν νξηζκνχ Α ηεο ƒ είλαη ην «επξχηεξν» απφ ηα 

ππνζχλνια ηνπ R ζηα νπνία ην ƒ(x) έρεη λφεκα. 
•  Σν ζχλνιν Β είλαη νιφθιεξν ην ζχλνιν R ησλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 
 

Έηζη γηα ηε ζπλάξηεζε                         ην πεδίν νξηζκνχ  
 

είλαη ην ζχλνιν                         αθνχ πξέπεη 1 - 4x ≥ 0,  
 
ελψ ην ζχλνιν Β είλαη φιν ην R . 
 

ΠΖΚΔΗΥΠΖ 
 

Πνιιέο θνξέο κηα ζπλάξηεζε πεξηγξάθεηαη κε έλαλ 
ηχπν πνπ έρεη θιάδνπο, φπσο γηα παξάδεηγκα ε 
ζπλάξηεζε: 
 
 
 
 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηηο ηηκέο ηεο ƒ ζηα ζεκεία -1, 0 θαη 
1 εξγαδφκαζηε σο εμήο: 

  Γηα x = -1 < 0, απφ ηνλ θιάδν ƒ(x) = x
2
 + 1, έρνπκε: 

ƒ(-1) = (-1)
2
 + 1 = 1 + 1 = 2. 

  Γηα x = 0, απφ ηνλ θιάδν ƒ(x) = x - 1, έρνπκε: 
ƒ(0) = 0 - 1 = -1. 

  Σέινο, γηα x = 1 ≥ 0, απφ ηνλ θιάδν ƒ(x) = x - 1, 
έρνπκε: 

ƒ(1) = 1 - 1 = 0. 
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ƒ(x) = 1 - 4x
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A = -   , 
 1 

4
 ,∞
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ƒ(x) = x
2
+ 1,   αν x < 0

x - 1,     αν x    0≥
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ΠΣΝΙΗΝ 
Αλ θαη, γεληθά, ρξεζηκνπνηνχκε ην γξάκκα f γηα ηα 
ζπκβνιηζκφ κηαο ζπλάξηεζεο θαη ην γξάκκα x γηα ην 
ζπκβνιηζκφ ηνπ ηπραίνπ ζηνηρείνπ ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ 
ηεο, σζηφζν κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη άιια 
γξάκκαηα.  
Έηζη γηα παξάδεηγκα νη 

ƒ(x) = x
2
 - 4x + 7, g(t) = t

2
 - 4t + 7 θαη h(s) = s

2
 - 4s + 7  

νξίδνπλ ηελ ίδηα ζπλάξηεζε. 
Δπνκέλσο ην x ζηνλ ηχπν κηαο ζπλάξηεζεο ζα παίδεη 
ην ξφιν κηαο «άδεηαο ζέζεο». Με απηφ ην ζθεπηηθφ, ε 
παξαπάλσ ζπλάξηεζε ζα κπνξνχζε λα έρεη ηε κνξθή 

ƒ(  ) = (  )
2
 - 4 (  ) + 7, 

φπνπ νη παξελζέζεηο έρνπλ πάξεη ηε ζέζε ελφο 
γξάκκαηνο. 
Έηζη γηα λα ππνινγίζνπκε ην ƒ(-2) απιά ηνπνζεηνχκε 
ην -2 ζηηο ζέζεηο, πνπ νξίδνπλ νη παξελζέζεηο: 

ƒ(-2) = (-2)
2
 - 4(-2) + 7  

= 4 + 8 + 7 = 19 
Οκνίσο, έρνπκε 

ƒ(3x) = (3x)
2
 - 4(3x) + 7  

= 9x
2
 - 12x + 7 

Τπάξρεη φκσο θαη κηα παξαπέξα απινπνίεζε ησλ 
εθθξάζεψλ καο πνπ ζρεηίδνληαη κε ζπλαξηήζεηο.  
 

Πνιιέο θνξέο αληί λα ιέκε «ε ζπλάξηεζε                    »,  
 

ζα ιέκε «ε ζπλάξηεζε                 », δειαδή γξάθνπκε s  
 

ππνλνψληαο ην s(t). Απηή ε απινπνίεζε γίλεηαη 
ζπρλφηαηα ζε δηάθνξεο επηζηήκεο, πνπ ρξεζηκνπνηνχλ 
ηε καζεκαηηθή γιψζζα θαη ηα καζεκαηηθά εξγαιεία, 
φπσο ε θπζηθή, ε ρεκεία θηι. ΢πλήζσο ζηηο πεξηπηψ-
ζεηο απηέο ππάξρεη θάπνην πείξακα, φπνπ ην t είλαη ε 
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ηηκή ελφο κεγέζνπο, πνπ ππεηζέξρεηαη ζην πείξακα, θαη 
ην s(t) ε αληίζηνηρε ηηκή θάπνηνπ άιινπ κεγέζνπο. 
 

ΔΦΑΟΚΝΓΖ 
 

Λα βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο 

 
 

Ι΢ΠΖ 
Ζ ζπλάξηεζε ƒ νξίδεηαη γηα εθείλα κφλν ηα x γηα ηα 
νπνία ηζρχεη 

x - 2 ≠ 0 θαη x - 1 ≥ 0 
ή, ηζνδχλακα, γηα 

x ≠ 2 θαη x ≥ 1 
Άξα ην πεδίν νξηζκνχ ηεο ƒ είλαη ην ζχλνιν  

Α = [1,2) U (2, +∞) (΢ρήκα) 
 
 
 
 
 

 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνχ ησλ παξαθάησ 
ζπλαξηήζεσλ: 
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i) ƒ(x) = 
4

x - 1
 + 5
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ii) ƒ(x) = 
x

2
 - 16

x
2
 - 4x
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iii) ƒ(x) = 
1

x
2
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iv) ƒ(x) = 
1

|x| + x
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2. Οκνίσο ησλ ζπλαξηήζεσλ: 

 
 
 
 

3. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
 
 
 
 

Να βξείηε ηηο ηηκέο ƒ(-5), ƒ(0) θαη ƒ (6). 
 

4. Μηα ζπλάξηεζε ƒ νξίδεηαη σο εμήο: 
“Σθέυοσ έλαλ θσζηθό αρηζκό, πρόζζεζε ζ' ασηόλ ηο 1,  
ποιιαπιαζίαζε ηο άζροηζκα κε 4 θαη ζηο γηλόκελο  
πρόζζεζε ηο ηεηράγφλο ηοσ αρηζκού”. 

i) Να βξείηε ηνλ ηχπν ηεο ƒ θαη ζηε ζπλέρεηα ηηο ηηκέο  
ηεο γηα x = 0, x =1, x = 2 θαη x = 3. Ση παξαηεξείηε; 

ii) Να βξείηε ηνπο θπζηθνχο αξηζκνχο x γηα ηνπο  
νπνίνπο ηζρχεη 

ƒ(x) = 36, ƒ(x) = 49, ƒ(x) = 100 θαη ƒ(x) = 144. 
 

5. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο: 

 
 

 
Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη: 
 

i) ƒ(x) = 7            ii) g(x) = 2   θαη  
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4

x - 1
 + 5 ,
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x

2
 - 16

x
2
 - 4x

 και     
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iii) h(x) = 
1

x
2
 + 1
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4.2 ΓΟΑΦΗΘΖ ΞΑΟΑΠΡΑΠΖ Π΢ΛΑΟΡΖΠΖΠ 

 

Θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο 
 

Ζ παξάζηαζε ελφο ζεκείνπ ηνπ επηπέδνπ κε έλα δηα-
ηεηαγκέλν δεχγνο πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, βνήζεζε ζηελ 
επίιπζε γεσκεηξηθψλ πξνβιεκάησλ κε αιγεβξηθέο 
κεζφδνπο. Ζ παξάζηαζε απηή, φπσο κάζακε ζε 
πξνεγνχκελεο ηάμεηο, γίλεηαη σο εμήο: 
 

Πάλσ ζε έλα επίπεδν ζρεδηάδνπκε δχν θάζεηνπο άμν-
λεο x'x θαη y'y κε θνηλή αξρή έλα ζεκείν Ο. Απφ απηνχο 

ν νξηδφληηνο x'x ιέγεηαη άμνλαο ησλ ηεηκεκέλσλ ή 

άμνλαο ησλ x, ελψ ν θαηαθφξπθνο y'y άμνλαο ησλ 
ηεηαγκέλσλ ή άμνλαο ησλ y. 
 

΋πσο είλαη γλσζηφ, ζε θάζε ζεκείν Μ ηνπ επηπέδνπ 
ησλ αμφλσλ κπνξνχκε λα αληηζηνηρίζνπκε έλα 
δηαηεηαγκέλν δεχγνο (α, β) πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ θαη 
αληηζηξφθσο, ζε θάζε δηαηεηαγκέλν δεχγνο (α, β) 
πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, κπνξνχκε λα αληηζηνηρίζνπκε 
έλα κνλαδηθφ ζεκείν Μ ηνπ επηπέδνπ, φπσο θαίλεηαη 
ζην ζρήκα: 

 
 
 
 
  O  

 

β  

 

x  

 
1  

 

α  
 

y  
 

B(-2,1) 

M(α,β) 

Γ(3,-2) 
Γ(3,-1) 
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Οη αξηζκνί α, β ιέγνληαη ζπληεηαγκέλεο ηνπ Μ. 

Δηδηθφηεξα ν α ιέγεηαη ηεηκεκέλε θαη ν β ηεηαγκέλε 

ηνπ ζεκείνπ Μ. Σν ζεκείν Μ πνπ έρεη ζπληεηαγκέλεο α 

θαη β ζπκβνιίδεηαη κε Κ(α, β) ή, απιά, κε (α, β). 
 

Δπεηδή ε ηδέα ηεο ρξεζηκνπνίεζεο δεπγψλ γηα ηελ 
παξάζηαζε ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ αλήθεη ζηνλ 
Καξηέζην, ην παξαπάλσ δεχγνο ησλ αμφλσλ ην ιέκε 

θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν θαη 
ην ζπκβνιίδνπκε Οxy , ελψ ην επίπεδν ζην νπνίν 

νξίζηεθε ην ζχζηεκα απηφ ην ιέκε θαξηεζηαλό 
επίπεδν. Αλ επηπιένλ νη κνλάδεο ησλ αμφλσλ έρνπλ ην 

ίδην κήθνο, ην ζχζηεκα Οxy ιέγεηαη νξζνθαλνληθό. 
 

ΠΖΚΔΗΥΠΖ: 
΢ηα επφκελα, εθηφο αλ αλαθέξεηαη δηαθνξεηηθά, φηαλ 
ιέκε θαξηεζηαλφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, ζα ελλν-
νχκε νξζνθαλνληθφ θαξηεζηαλφ ζχζηεκα ζπ-
ληεηαγκέλσλ. 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηψξα έλα ζχζηεκα Oxy ζπληεηαγκέλσλ 
ζην επίπεδν. Σφηε: 
• Σα ζεκεία ηνπ άμνλα x'x θαη κφλν απηά έρνπλ 

ηεηαγκέλε ίζε κε ην κεδέλ, ελψ ηα ζεκεία ηνπ άμνλα 
y'y θαη κφλν απηά έρνπλ ηεηκεκέλε ίζε κε ην κεδέλ 

• Οη άμνλεο ρσξίδνπλ ην επίπεδν ζε ηέζζεξα ηεηαξηε- 
 

κφξηα, πνπ είλαη ηα εζσηεξηθά ησλ γσληψλ        , yOx',  
 

 

x'Oy' θαη y'Ox θαη νλνκάδεηαη  

1
ν
, 2

ν
, 3

ν
 θαη 4

ν
, ηεηαξηεκφξην,  

αληηζηνίρσο. Σα πξφζεκα  
ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ  
ζεκείσλ ηνπο θαίλν- 
ληαη ζην δηπιαλφ ζρήκα. 

 

^ 
xOy 

^ 

^ 

^ 

2
o 

1
o 

3
o 

4
o 

x < 0 , y > 0 x > 0 , y > 0 

x < 0 , y < 0 x > 0 , y < 0 

y  

 

x  
 

x' 
  

 
y' 
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• Αλ Α (α, β) είλαη έλα ζεκείν ηνπ θαξηεζηαλνχ 
επηπέδνπ, κε ηε βνήζεηα ηεο ζπκκεηξίαο σο πξνο 
άμνλα θαη σο πξνο θέληξν, δηαπηζηψλνπκε φηη: 

 

 Σν ζπκκεηξηθφ ηνπ σο πξνο ηνλ άμνλα x'x είλαη ην 
ζεκείν Γ (α,-β), πνπ έρεη ίδηα ηεηκεκέλε θαη αληίζεηε 
ηεηαγκέλε (΢ρ. α'). 

 Σν ζπκκεηξηθφ ηνπ σο πξνο ηνλ άμνλα y'y είλαη ην 
ζεκείν Β(-α,β), πνπ έρεη ίδηα ηεηαγκέλε θαη αληίζεηε 
ηεηκεκέλε (΢ρ. α'). 

 Σν ζπκκεηξηθφ ηνπ σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμφλσλ 
είλαη ην ζεκείν Γ (-α,-β), πνπ έρεη αληίζεηεο 
ζπληεηαγκέλεο (΢ρ. α'). 

 Σν ζπκκεηξηθφ ηνπ σο πξνο ηε δηρνηφκν ηεο 1εο θαη 
3εο γσλίαο ησλ αμφλσλ είλαη ην ζεκείν Α'(β,α) πνπ 
έρεη ηεηκεκέλε ηελ ηεηαγκέλε ηνπ Α θαη ηεηαγκέλε ηελ 
ηεηκεκέλε ηνπ Α (΢ρ. β'). 

 
 
 
 
 
 
 ΢ρήκα α'  ΢ρήκα β' 
 
Απφζηαζε ζεκείσλ 
Έζησ Oxy έλα ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν 

θαη Α(x1,y1) θαη Β(x2,y2) δχν ζεκεία απηνχ. Θα δείμνπκε 

φηη νη απφζηαζή ηνπο δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 
 

 

 

y  
 

x  
 

B(-α,β) Α(α,β) 

Γ(-α,-β) Γ(α,-β) 

y  
 

x  

 

O
  

 

α
  

 

β
  

 

α
  

 

β
  

 

Α'(β,α
) 

y = 
x 

Α(α,β) 
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ΑΞΝΓΔΗΜΖ: 
Απφ ην νξζνγψλην ηξίγσλν ΚΑΒ ηνπ παξαθάησ 
ζρήκαηνο έρνπκε:  

(ΑΒ)
2
 = (ΚΑ)

2
 + (ΚΒ)

2
 

=|x2- x1|
2
 + |y2 - y1|

2  

= (x2 - x1)
2
 + (y2 - y1)

2
 

 

νπφηε: 

 
 
Ο παξαπάλσ ηχπνο ηζρχεη θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ε 
ΑΒ είλαη παξάιιειε κε ηνλ άμνλα x'x (΢ρήκα γ') ή 
παξάιιειε κε ηνλ άμνλα y'y (΢ρήκα δ'). 

 
 
 
 
 
 ΢ρήκα γ'  ΢ρήκα δ' 
 

Γηα παξάδεηγκα, αλ Α(3,1), Β(3,5) θαη Γ (-1,1) είλαη νη 
θνξπθέο ελφο ηξηγψλνπ ΑΒΓ, ηφηε ζα είλαη: 
 

 
 
 
Αθνχ, ινηπφλ, είλαη (ΑΒ) = (ΑΓ), ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη 
ηζνζθειέο θαη επεηδή επηπιένλ ηζρχεη  

(ΑΒ)
2

 + (ΑΓ)
2
 = 32 = (ΒΓ)

2
, ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη θαη 

νξζνγψλην . 
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A(x1,y1) 

y  
 

x  

 
O 
 

x1  

 

x2  

 

A(x1, y1)  

 
B(x1, y1)  

 
y1 = y2 A(x1, y1)  

 

B(x2, y2)  

 

x1 = x2 

y  

 

x  

 

O 

 

y1  

 

y2  
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2
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(AΓ) = (-1 - 3)
2
 + (1 - 1)

2
 = 4

2
 = 4
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(BΓ) = (-1 - 3)
2
 + (1 - 5)

2
 =
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= 4
2
 + 4

2
 = 4 2
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y
  

 

x
  

 

C
  

 

M(x,y)  
 

O(0,0)  
 

ΔΦΑΟΚΝΓΖ 
 

Έζησ C o θύθινο κε θέληξν ηελ  
αξρή O ησλ αμόλσλ θαη αθηίλα ξ.  
Λα απνδεηρηεί όηη έλα ζεκείν  
Κ (x, y) αλήθεη ζηνλ θύθιν C,  
αλ θαη κόλν αλ ηζρύεη 

x
2
 + y

2
 = ξ

2
 

 

ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
Δίλαη πξνθαλέο φηη έλα ζεκείν Μ(x,y) αλήθεη ζηνλ 
θχθιν C, αλ θαη κφλν αλ ηζρχεη (ΟΜ) = ξ . ΋κσο                      

                                

νπφηε έρνπκε: 
 

(ΟΜ) = ξ                     = ξ      x
2
 + y

2
 = ξ

2
 

 

 
Δπνκέλσο ην ζεκείν Μ (x,y) αλήθεη ζην θχθιν C (Ο,ξ), 
αλ θαη κφλν αλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ 
εμίζσζε 

x
2
 + y

2
 = ξ

2          (1) 
 

Ζ εμίζσζε (1), πνπ ηθαλνπνηείηαη απφ ηηο ζπληεηαγκέλεο 
ησλ ζεκείσλ ηνπ θχθινπ C (Ο, ξ) θαη κφλν απφ απηέο, 

ιέγεηαη εμίζσζε ηνπ θύθινπ κε θέληξν Ν θαη αθηίλα ξ. 
Γηα παξάδεηγκα, ε εμίζσζε ηνπ θχθινπ κε θέληξν Ο θαη 

αθηίλα ξ = 1 είλαη ε x
2
 + y

2
 = 1. Ο θχθινο απηφο ιέγεηαη 

θαη κνλαδηαίνο θύθινο. 
 

Γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο 
 

Έζησ ƒ κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνχ Α θαη Oxy έλα 
ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν. Σν ζχλνιν ησλ 
ζεκείσλ M (x, y) γηα ηα νπνία ηζρχεη y = ƒ(x), δειαδή ην 

ζχλνιν ησλ ζεκείσλ M (x, ƒ(x)), x    A, ιέγεηαη γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ƒ θαη ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε Cƒ . Ζ 

εμίζσζε, ινηπφλ, y = ƒ(x) επαιεζεχεηαη απφ ηα ζεκεία 

M at h Com poser  1. 1. 5
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(OM) = x
2
 + y

2
 ,
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x
2
 + y

2
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y  
 

O  

 

C  
 

ηεο Cƒ θαη κφλν απφ απηά. Δπνκέλσο, ε y = ƒ(x) είλαη ε 

εμίζσζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ. Γηα ην ιφγν 

απηφ, ηε γξαθηθή παξάζηαζε Cƒ ηεο ƒ ηε 

ζπκβνιίδνπκε, πνιιέο θνξέο, απιά κε ηελ εμίζσζή ηεο, 
δειαδή κε y = ƒ(x). 
Δπεηδή θάζε x     A αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα κφλν y    R , 
δελ ππάξρνπλ ζεκεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ 
κε ηελ ίδηα ηεηκεκέλε. Απηφ ζεκαίλεη φηη θάζε 
θαηαθφξπθε επζεία έρεη κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ƒ ην πνιχ έλα θνηλφ ζεκείν (΢ρ. α'). Έηζη, ν θχθινο δελ 
απνηειεί γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο (΢ρ. β'). 
 
 
 

 
 

 
 
 ΢ρήκα α'  ΢ρήκα β' 
 
΋ηαλ δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο ƒ 
κπνξνχκε, επίζεο, λα ζρεδηάζνπκε  
θαη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  
ζπλάξηεζεο -ƒ, παίξλνληαο ηε  
ζπκκεηξηθή ηεο γξαθηθήο παξά- 
ζηαζεο ηεο ƒ σο πξνο ηνλ άμνλα  
x'x θαη ηνχην δηφηη ε γξαθηθή  
παξάζηαζεο ηεο -ƒ απνηειείηαη  
απφ ηα ζεκεία M'(x,-ƒ(x)) πνπ  
είλαη ζπκκεηξηθά ησλ ζεκείσλ  
M(x, ƒ(x)) ηεο γξαθηθήο παξάζηα- 
ζεο ηεο ƒ σο πξνο ηνλ άμνλα x'x . 

y 

O  

 
x  

 
A  
 

Cƒ  

 

x  
 

y
  

 

x
  

 

O
  

 

y = ƒ(x)  
 

M(x, ƒ(x)) 

M'(x,-ƒ(x)) 

y = -ƒ(x)  
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ΔΦΑΟΚΝΓH 
 

Πην δηπιαλό ζρήκα δίλνληαη  
νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο  
δύν ζπλαξηήζεσλ ƒ θαη g ,  
πνπ είλαη νξηζκέλεο ζε όιν  
ην R.  
i) Λα βξείηε ηηο ηηκέο ηεο ƒ  

ζηα ζεκεία:  
3, -2, -1, 0, 1 θαη 2 

ii) Λα ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 
ƒ(x) = 0, ƒ(x) = 2  &  ƒ(x) = g(x). 

iii)Λα ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
ƒ(x) > 0 θαη ƒ(x) > g( x). 

 

Ι΢ΠΖ 
i) Δίλαη: 

ƒ(-3) = 2, ƒ(-2) = 0, ƒ(-1) = -1, ƒ(0 ) = -1, ƒ(1) = 0 θαη  
ƒ(2) = 2. 

 

ii) Οη ξίδεο ηεο εμίζσζεο ƒ(x) = 0 είλαη νη ηεηκεκέλεο ησλ 
θνηλψλ ζεκείσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f θαη 

ηνπ άμνλα x'x, δειαδή νη αξηζκνί x1 = -2 θαη x2 = 1. 
 

Οη ξίδεο ηεο εμίζσζεο ƒ(x) = 2 είλαη νη ηεηκεκέλεο ησλ 
ζεκείσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ πνπ έρνπλ 

ηεηαγκέλε 2, δειαδή νη αξηζκνί x1 = -3 θαη x2 = 2 . 

Οη ξίδεο ηεο εμίζσζεο ƒ(x) = g(x) είλαη νη ηεηκεκέλεο 
ησλ θνηλψλ ζεκείσλ ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ 

ησλ ζπλαξηήζεσλ ƒ θαη g , δειαδή νη αξηζκνί x1 = -1, 

x2 = 0 θαη x3 = 2 .  

iii) Οη ιχζεηο ηεο αλίζσζεο ƒ(x) > 0 είλαη νη ηεηκεκέλεο 
ησλ ζεκείσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ πνπ 
βξίζθνληαη πάλσ απφ ηνλ άμνλα x'x, δειαδή φια ηα 

x    (-∞, -2) U (1, +∞). 

y  
 

x  
 

1  
 
O
  

 

1  

 

y = ƒ(x)  
 

y = g(x)  
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Οη ιχζεηο ηεο αλίζσζεο ƒ(x) > g(x) είλαη νη ηεηκεκέλεο 
ησλ ζεκείσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ πνπ 

βξίζθνληαη πάλσ απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g , 

δειαδή φια ηα x    (-∞, -1) U (0,2). 
 
 

 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Να ζεκεηψζεηε ζε έλα θαξηεζηαλφ επίπεδν ηα 
ζεκεία: 

Α(-1,2), Β(3,4), Ο(0,0), Γ(3,0), Γ(0,-5) θαη Δ(-2,-3). 
 

 
2. Έλα ζεκείν Μ (x,y) θηλείηαη κέζα  

ζην νξζνγψλην ΑΒΓΓ ηνπ παξα- 
θάησ ζρήκαηνο. Πνηνη πεξηνξηζκνί  
ηζρχνπλ γηα ηα x, y ; 

 

3. Να βξείηε ην ζπκκεηξηθφ ηνπ  
ζεκείνπ Α (-1,3), 

i)  σο πξνο ηνλ άμνλα x' x 

ii)  σο πξνο ηνλ άμνλα y' y 

iii)  σο πξνο ηε δηρνηφκν ηεο γσλίαο xΟy 

iv)  σο πξνο ηελ αξρή O ησλ αμφλσλ. 
 

 
4. Να βξείηε ηηο απνζηάζεηο ησλ ζεκείσλ:  

i)  Ο(0,0) θαη Α(4, -2), ii)  Α(-1,1) θαη Β(3,4), 

iii)  Α(-3,-1) θαη Β(1,-1),  iv)  Α(1,-1) θαη Β(1,4). 
 

 
5. Να απνδείμεηε φηη: 

i) Σα ζεκεία Α(1,2), Β(4,-2) θαη Γ(-3,5) είλαη θνξπθέο  

ηζνζθεινχο ηξηγψλνπ. 

 

O 1 x 

A B 

Γ Γ 

Μ(x,y) 

y  
 

^ 
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ii) Σα ζεκεία Α(1,-1), Β(-1,1) θαη Γ(4,2) είλαη θνξπθέο  
νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ. 

 

6. Να ζρεδηάζεηε ην πνιχγσλν κε θνξπθέο ηα ζεκεία: 
Α(2,5), Β(5,1) , Γ(2,-3) , Γ(-1,1) θαη ζηε ζπλέρεηα λα 
απνδείμεηε φηη απηφ είλαη ξφκβνο. 

 

7. ΢ε θαζεκηά απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο λα βξείηε 
ηελ ηηκή ηνπ k γηα ηελ νπνία ην ζεκείν Μ αλήθεη ζηε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

i) ƒ(x) = x
2
 + k , Μ (2,6) 

ii) g(x) = kx
3
, Μ (-2,8) 

iii) h(x) =                  Μ(3,8). 
 

 

8. ΢ε θαζεκηά απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο, λα βξείηε 
ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ θνηλψλ ζεκείσλ ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο κε ηνπο άμνλεο. 

i)  ƒ(x) = x - 4  ii)  g(x) = (x - 2)(x - 3) 

iii)  h(x) = (x - 1)
2
 iv)  q(x) = x

2
 + x + 1 

 

v)  θ(x) =  vi)  ς(x) =  
 

 

9. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε ƒ(x) = x
2
 -1. Να βξείηε: 

i) Σα ζεκεία ηνκήο ηεο Cƒ κε ηνπο άμνλεο. 

ii) Σηο ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο Cƒ πνπ  

βξίζθνληαη πάλσ απφ ηνλ άμνλα x'x . 
 

 

10. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  

ƒ(x) = x
2
 - 5x + 4 θαη g(x) = 2x - 6. Να βξείηε: 

i) Σα θνηλά ζεκεία ησλ Cƒ θαη Cg . 

ii) Σηο ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο Cƒ πνπ  

βξίζθνληαη θάησ απφ ηελ Cg . 
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 Με απφθαζε ηεο Διιεληθήο Κπβέξλεζεο ηα δηδαθηηθά 
βηβιία ηνπ Γεκνηηθνχ, ηνπ Γπκλαζίνπ θαη ηνπ Λπθείνπ 
ηππψλνληαη απφ ηνλ Οξγαληζκφ Δθδφζεσο Γηδαθηηθψλ 
Βηβιίσλ θαη δηαλέκνληαη δσξεάλ ζηα Γεκφζηα ΢ρνιεία. 
Σα βηβιία κπνξεί λα δηαηίζεληαη πξνο πψιεζε, φηαλ 
θέξνπλ βηβιηφζεκν πξνο απφδεημε ηεο γλεζηφηεηάο 
ηνπο. Κάζε αληίηππν πνπ δηαηίζεηαη πξνο πψιεζε θαη 
δε θέξεη βηβιηφζεκν, ζεσξείηαη θιεςίηππν θαη ν 
παξαβάηεο δηψθεηαη ζχκθσλα µε ηηο δηαηάμεηο ηνπ 
άξζξνπ 7, ηνπ Νφκνπ 1129 ηεο 15/21 Μαξηίνπ 1946 (ΦEK 
1946, 108, A΄). 
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